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Resumo

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar o resultado de F. Torres e C.
Munuera sobre as algebras munidas de duas funcoes peso fraco bem comportadas serem
anéis de coordenadas afim de curvas algébricas com exatamente dois lugares de grau um
no infinito. A partir disto, pode-se concluir que os cédigos de avaliagao construidos sobre

estas algebras sao codigos geométricos de Goppa bi-pontuais.



Abstract

The main objective of this text is to present the central result of F. Torres and C.
Munuera concerning those algebra with two weight function good behaved being affine
coordinate ring of an affine algebraic curve with exactly two place at infinity. From this we
can conclude that the evaluation codes constructed on this algebra are geometric Goppa

codes support two point.



Lista de Simbolos

corpo finito com q elementos;

peso da palavra a;

conjunto dos inteiros nao negativos;

F-algebra (anel comutativo com unidade contendo F);
valorizagao no ponto P;

cédigo geométrico de Goppa associado aos divisores D e G;
grau do divisor G;

dimensao do divisor G;

curva projetiva, nao singular e absolutamente irredutivel,
conjunto das lacunas Weierstrass no ponto Q;

semigrupo de Weierstrass associado ao ponto P;

corpo de funcoes algébricos de uma variavel.

anel de valorizacao;

cota ordem fraca.
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Introducao

A Teoria de Cddigos Corretores de Erros surgiu no comeco da década de 50 como parte
complementar de um trabalho teérico do matematico americano Claude E. Shannon, que
em 1948 publicou uma série de resultados que se tornaram conhecidos como A Teoria
Matematica das Comunicagoes, hoje conhecida como A Teoria da Informacao.

Algumas formas simples de codificacao e decodificacao de mensagens foram propostas
pelo proprio Shannon, porém muito mais como instrumentos para auxiliar as provas ma-
tematicas dos seus resultados gerais do que como maneiras eficientes de se obter tamanho
grau de confiabilidade na comunicacao. Em suma, Shannon demonstrou a existéncia de
codificadores e decodificadores eficientes, porém nao ensinou como obté-los.

O trabalho inicial para a obtencao das primeiras classes de bons cédigos corretores
de erros foi arduo, pois exigia um profundo conhecimento de Algebra Abstrata e Teo-
ria de Probabilidade, sendo desenvolvido por um grupo restrito composto basicamente
por matematicos, embora a importancia pratica daquele tema ja fosse reconhecida pelos
engenheiros de comunicacoes da época.

Os primeiros estudos realizados apds a publicacao do trabalho de Shannon foram
aplicados aos sistemas de comunicacao espacial. No entanto codigos corretores de erros
estao presentes em nosso cotidiano de intimeras formas, por exemplo, quando fazemos uso
de informacoes digitalizadas, tais como ouvir CD de musica, assistir um filme de DVD,
navegar pela Internet, etc.

Na década de 80 o matematico russo V.D. Goppa publicou alguns artigos, onde a
principal ferramenta matematica para a construgao dos codigos eram as curvas algébricas
e por este motivo receberam o nome de Cédigos Geométricos de Goppa. Desde entao, os

pesquisadores vem aprimorando esta teoria.
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Contudo, a construcao proposta por Goppa é muito trabalhosa para nao conhecedores
de geometria algébrica. Entao em 1998, Hgholdt, van Lint e Pellikaan propuseram em
[14] uma construcao alternativa de c6digos lineares, onde deixaram de utilizar as curvas
algébricas e passaram a utilizar resultados de algebra linear e da teoria de semigrupos
numeéricos. Mas para que fosse possivel esta nova construcao, os autores introduziram os
conceitos de funcao ordem e fungao peso e os codigos assim construidos ficaram conhecidos
como codigos de avaliacao. Eles acreditavam que havia surgido uma nova classe de cédigos,
mas Matsumoto[12] provou que na realidade os cédigos de avaliagdo eram cddigos de
Goppa pontuais.

Em 2004, E.Silva [7] estendeu o conceito de fungao ordem e peso, deu-lhe o nome de
funcao ordem fraca e funcao peso fraco e a partir deste conceito construiu codigos de
avaliagao envolvendo duas fungoes peso fraco e assim como fizeram Hgholdt, van Lint e
Pellikaan para codigos de avaliacao envolvendo uma funcao peso, exibiu uma cota inferior
para os codigos duais dos cédigos de avaliacao construidos. Em seguida C.Munuera e
F.Torres [2] estudaram a estrutura do semigrupo gerado por duas fungoes peso fraco bem
comportadas e caracterizaram as algebras que as admitem.

Nesta dissertacao, estamos interessados em apresentar o resultado central de C.Munuera
e F.Torres. Os autores provaram que uma algebra munida de duas fungoes peso fraco bem
comportadas, é o anel de coordenadas afim de uma curva algébrica com dois lugares de
grau um no infinito e consequentemente os coédigos construidos sobre essas dlgebras sao
cddigos de geométricos de Goppa bi-pontuais. Para este fim, este trabalho foi estruturado
da seguinte maneira:

No primeiro capitulo veremos os conceitos relacionados com a teoria de Goppa. Assim,
apresentaremos as teorias dos cédigos corretores de erros, dos corpos de funcoes algébricas
sobre uma variavel e dos cédigos geométricos de Goppa.

No segundo capitulo, inicialmente veremos a construcao dos cédigos de avaliagao pro-
posto por Hgholdt, van Lint e Pellikaan. Em seguida, apresentaremos os resultados relati-
vos ao conceito de funcao ordem fraca e peso fraco, construiremos os cédigos de avaliagao
envolvendo duas funcoes peso fraco e determinaremos uma cota inferior para a distancia

minima do seu cédigo dual também apresentaremos uma ligacao entre os codigos de ava-
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liacao construidos sobre determinadas dlgebras e os cédigos geométricos de Goppa.

No terceiro capitulo apresetaremos os resultados relativos as algebras que admitem
duas fungoes peso fraco bem comportadas e finalizaremos concluindo que os codigos de
avaliacao construidos sobre essas algebras sao codigos geométricos de Goppa bi-pontuais.

Para finalizar existem dois apéndices, no primeiro expomos os conceitos de dlgebra co-
mutativa utilizados ao longo deste trabalho e no segundo sao fornecidos algumas definigoes

e resultados sobre curvas algébricas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos tais como as defini¢oes e teoremas
mais relevantes da teoria de cédigos corretores erros, mas para que seja possivel o seu en-
tendimento necessitamos realizar os estudos de conceitos de corpos de fungoes algébricos,
divisores e espaco associado ao divisor, para a partir deste estudo realizarmos a construcao
dos cédigos algébricos geométricos proposto por Goppa que também sao conhecidos por
Codigos Geométricos de Goppa. Todo o capitulo foi baseado no livro Algebraic function
fields and codes, referéncia [9], isto que dizer que as definigoes e os resultados podem ser

encontrados na referéncia.

1.1 Cédigos

Nesta secao apresentaremos as nocoes basicas da teoria de codigos.
Seja [F, um corpo finito com ¢ elementos e considere o espago vetorial n-dimensional Fy
chamado alfabeto cujo os elementos sdo as n-uplas a = (ay, ..., a,), com a; € F,.

Para a = (a1, ...,a,) € b= (b1, ..., b,) € F}! seja

d(a,b) = |{i: a; # b;}|

A fungao d é chamada de distancia de Hamming em Fy. Definimos também o peso de

15
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um elemento a € IF;‘ como sendo

w(a) :=d(a,0) = |{i:a; # 0}.
Observe que a distancia de Hamming ¢ uma métrica em Fy.

Definigao 1.1. Um cédigo linear C' (sobre o alfabeto F} ) é um subespaco linear de F.
Os elementos de C' sao chamados de palavras-cédigos. Chamamos n o comprimento de
C e dim C (como F,—espago vetorial) a dimensio de C. Um |n, k]—cddigo € um codigo
de comprimento n e dimensao k. A distancia minima d(C) de um cddigo C # 0 ¢
definido por

d(C) := min{d(a,b);a,b e C, a # b}

Como d(a,b) = d(a — b,0) = w(a —b) e C' ¢ um espago linear, a distancia minima é

equivalente a

d(C) = min{w(c),c € C,c # 0}

Vamos nos referir a um [n, kJ-cédigo com distancia minima d por [n, k, d]—cddigo.
Uma maneira simples de descrever um especifico cédigo C' é descrever sua base (como
[F,—espaco vetorial). Assim, seja C' um [n, k|—cédigo sobre F,, uma matriz geradora de

C é a matriz k x n, cujas linhas formam uma base de C.

Definigao 1.2. Se C' C Fy € um cddigo, entao

Cti={ueF;: (uc)=0Vc=(c,....c,) € C}

¢ chamado de o cédigo dual de C, onde (,) denota o produto interno candnico.
Quando C = C* dizemos que C € auto-dual e se C C C*+ entdo definimos C como

auto-ortogonal.

Da algebra linear temos que o dual de um [n, k|—cédigo é um [n,n — k]—cédigo e
(C1)+ = C. Em particular a dimensdo de um cédigo auto-dual de comprimento n é n/2.
Seja C' um [n, k|—cédigo em Fy. Definimos como matriz teste de paridade do cédigo C' a

matriz geradora H,_j)x, de C*. Mais ainda,
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C={uelF;|Hu" =0}

onde u! denota a transposta do vetor u. Observe que uma matriz teste de paridade

identifica se um vetor u € [y ¢ uma palavra cédigo ou nao.

Um dos problemas basicos na teoria de cédigos algébricos é o de construir, sobre um
alfabeto fixado Fy, codigos cujas as dimensoes e a distancia minima sao grandes em relagao
ao comprimento. Entretanto, hé algumas restrigoes: se a dimensao de um cédigo é grande
(com relagdo ao comprimento) entdo a distancia minima é pequena. Veremos a seguir,

uma cota simples que relaciona os parametros de um codigo.

Proposicao 1.3 (Cota de Singleton). Para um [n, k, d]—cdédigo temos que

kE+d<n+1.

Cédigos satisfazendo k +d = n + 1 tem seus parametros otimizados e sao chamados
codigos MDS (codigos separados pela maxima distancia). Se n < g + 1, existem cédigos

MDS sobre F, para todas as dimensoes k < n.

1.2 Corpos de Funcoes Algébricas

Nesta se¢ao veremos os elementos necessarios para a construcao do cédigo geométrico de

Goppa.

1.2.1 Lugares

Defini¢ao 1.4. Um corpo de fungoes algébricas ou (simplesmente, corpo de fun¢oes)
F|K de uma varidvel sobre um corpo K € uma extensio de corpos K C F' tal que F ¢

uma ezxtensao algébrica finita de K(x) e x € F ¢é transcendente sobre K.

O conjunto K = {z € F|z é algébrico sobre K} ¢ um subcorpo de F chamado de

corpo de constantes de F|K. Mais ainda, F|IA€ ¢ um corpo de funcoes sobre K .
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Um corpo de fungoes F|K é dito ser racional se F = K(x) para algum = € F trans-
cendente sobre K. Neste caso, K(x) é o corpo de fragdes do anel de polinémios K [x] em
uma variavel sobre K.

Definiremos agora o que vem a ser um anel de valorizacao.

Definicao 1.5. Um anel de valorizagao do corpo de fungoes F|K é um anel O C F

com as sequintes propriedades:

2. Qualquer z € F temos que 2 € O ou 2zt € O

Tal anel ¢é local cujo tnico ideal maximal é P = O \ O*, com O* = {z € O| existe
w € O com zw = 1}, isto é, O* é o grupo das unidades de O. Assim, para x € F' tem-se
que x € P se, e somente se, 7' ¢ O e para o corpo de constantes K de F|K temos que
KCOePNK = {0}. A seguir enunciaremos o resultado principal que caminha nesta

direcao.

Teorema 1.6. Seja O um anel de valorizag¢ao do corpo de fungoes FIK e P = O\ O*

seu unico ideal maximal. Entao:
1. P € um ideal principal.

2. Se P =10, entdao qualquer z € F' e z # 0 tem uma unica representacdo na forma

z =1"u para algumn € Z e u € O*.

3. O é um dominio de ideal principal. Mais precisamente, se P =tO e {0} #1 C O

é um ideal, entao I =t"O para algum n € N.
Isto nos leva a um outro conceito, a saber:

Definicao 1.7. 1. Um lugar P de um corpo de fungoes F|K € o ideal maximal de

algum anel de valorizagao O de F|K. Qualquer elemento t € P tal que P = tO ¢

chamado elemento primo de P;

2. Pp:={P: P éum lugar de F|K}.
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Observe que dado um anel de valorizacao O cujo ideal maximal é P, entao O pode
ser unicamente determinado por P, a saber: O := Op = {z € F|z~! ¢ P}. Neste caso,
chamamos Op de anel de valoriza¢ao do lugar P. Uma segunda descricao muito tutil de

lugares é dada em termos de valorizagoes.

Definigao 1.8. Um valorizagao discreta de F|K ¢ uma func¢io v : F — 7Z U {oco}

com as sequintes propriedades: Para quaisquer x,y € F temos

1. v(z) = o0 se, e somente se v = 0;

2. v(zy) =v(z) + v(y);

3. v(x +vy) > min{v(z),v(y)}, com igualdade quando v(z) # v(y);
4. Existe z € F tal que v(z) = 1;

5. v(a) = 0 para todo 0 # a € K.

Neste contexto, o simbolo co se refere a um elemento nao pertencente a Z tal que
00+00=00+n=n+00=00¢€ 0 >m para todo m,n € Z.
Das propriedades (2) e (4) segue que v é sobrejetora e a propriedade (3), quando vélido
a igualdade, é chamada de desigualdade triangular estrita.

Agora, seja um lugar P € Pp. Podemos associar a P uma fungao vp : F' — ZU{oco}
da seguinte maneira: escolha um elemento primo ¢ € P, entao, do teorema 1.6, qualquer
elemento nao-nulo z € F' possui uma unica representacao da forma z = t"u com u € O}

e n € Z. Assim, definimos vp(2) :=n e vp(0) := oo, segue:
Teorema 1.9. Seja F|K um corpo de fungoes.

1. Para qualquer lugar P € Pg, a funcdo vp definida acima é uma valorizacao discreta

de F|K. Mais ainda:

OP:{ZEF‘UPZO},

O}:{ZEFWPZO},
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P ={z¢€ Flvp > 0}.
Um elemento x € F' é um elemento primo de P se e somente se vp(x) = 1.

2. Reciprocamente, supondo que v € uma valorizacao discreta de F|K, entao o conjunto
P ={z¢€ Flv(z) > 0} é um lugar de F|K e Op = {z € Flup(z) > 0} ¢ o anel de

valorizacao correspondente.
3. Qualquer anel de valorizagao O de F|K é um subanel maximal de F.

Seja P um lugar de F|K e Op o anel de valorizac¢ao correspondente. Entao o anel das
classes residuais Op/P := Fp é um corpo, chamado de corpo das classes residuais de P. A
aplicacdo x +— x(P) de F' em FpU{oo}, onde z(P) :=x+ P sex € Op e x(P) := 0o caso
contrario, é chamada de aplicacao de classe residual com respeito a P. Assim, podemos
considerar que K é um subcorpo de Fp, pois K C Op, KN P = {0} e logo a aplicagao
residual Op — Fp induz um mergulho canonico de K em Fp. Do mesmo modo, K ¢

visto como um subcorpo de Fp.

Definicao 1.10. Seja P € Pr. Definimos o grau de um lugar P como sendo:

grau P := [Fp: K]

O grau de um lugar é sempre finito, mais precisamente, dados um lugar P € Pr e
0 # x € P tem-se que grau P < [F: K(z)] < oo. (ver na referéncia [9], proposigao 1.1.14)
Uma importante descrigao dos elementos de Py é dada a partir da valorizagao discreta

correspondente a estes elementos sobre os elementos de F.

Definicao 1.11. Seja z € F e P € Pr. Dizemos que P é um zero de ordem m se e

somente se vp(z) =m > 0; P é um pélo de ordem m se e somente se vp(z) = —m < 0.
A seguir, nos concetraremos em questoes sobre a existéncia de lugares em F'|K.

Teorema 1.12. Seja F|K um corpo de fungoes e R um subanel de F com K C R C F.
Suponha que {0} # I ; R ¢ um ideal proprio de R. Entao existe um lugar P € Pr tal
que I C P eRCOp.
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Desta forma podemos afirmar que:

Corolario 1.13. Sejam F|K um corpo de fungoes e z € F tal que z € transcendente

sobre K. Entdo z tem no minimo um zero e um pdélo. Em particular Pr # ().

Demonstragao. Considere o anel R = K|z|] e o ideal I = zK][z]. O teorema anterior
assegura que existe um lugar P € Pr com z € P, dai vp(z) > 0 e logo P é um zero de z.

Analogamente, existe um lugar @ que é zero de z~1. Logo, Q é um pélo de z. n

Vimos que se x € F é transcendente sobre K entao este possui zeros e polos. O
préximo resultado nos permite, de alguma forma, concluir algo a respeito da quantidade

de zeros e poélos de x.

Proposicao 1.14. Em um corpo de fungoes F|K, qualquer elemento ndo nulo v € F

possui uma quantidade finita de zeros e polos.

Demonstragao. Seja F|K um corpo de fungoes e Py, ..., P. zeros de um elemento z € F.

Entao

vai(x)gmu P, <[F: K(z)].

Assim, se x é algébrico sobre K e como K N P = {0}, temos que z nao tem zeros nem
polos. E, se x é transcendente sobre K entao o nimero de zeros de x é menor ou igual a

[F': K(x)]. De maneira andloga, tem-se que a quantidade de pélos de x ¢é finita. O

O seguinte resultado, conhecido como o Teorema da Aproximacao Fraca, estabelece
que se vy, ..., U, sdo valorizagoes discretas de F'|K duas a duas distintas, z € F' e se sabemos

os valores v1(z), ...,v,_1(z), entdo ndo podemos concluir nada a respeito de v,(2).

Teorema 1.15 (Teorema da Aproximacao Fraca (T.A.F)). Seja F|K um corpo de fungaoes,
Py, ..., P, € Pp, lugares dois a dois distintos de F|K, x1,...,x, € F ery,....,1, € Z. Entdo

existe algum x € F tal que vp,(r — x;) =r; parai=1,..,n.

1.2.2 Corpos de Funcoes Racionais

Nesta se¢ao veremos um exemplo de corpos de fungoes, seus respectivos anel de valorizacao
e lugares. Dado um polinémio arbitrério p(x) € K[z], monico e irredutivel, considere o

anel de valorizagao.
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@@z{ggzﬂmmweKmm@ww@}

de K(x)|K e que tem o ideal maximal

amz{ﬂﬂzmmm@eKmmmummmumw}

g(z)

Neste caso, p(x) é um elemento primo para P e a valorizacao discreta corresponde vp
pode ser descrita como: se z € K(x)\{0} é escrito da forma z = p(x)"h(z) com n € Z e
h(z) € Op@y \ Pyw), entdo vp(z) = n. O corpo das classes residuais K(z)p = Op/Pp(y) é
isomorfo a K[x]/(p(z)) e consequentemente grau P = grau p(z).

Um outro anel de valorizacao de K (z)|K ¢é descrito como

On = {183: 1) 9(0) € Kl grau $(2) < grang(o)

cujo ideal maximal é

.&z{ﬁgﬂmm@em@wwﬂM<wwm@}

Este é chamado de lugar no infinito de K(z). Observe que este rétulo depende especi-
ficamente da escolha do elemento 2 € K (z)|K por exemplo, K(x) = K(2) e o lugar Py

com respeito a % é o lugar P, com respeito a x. Com efeito

Po = {05 (2)i9(2) € K[2]. grau £ (1) < graug ()}

ao+a1%+...+an( ) .
b0+b1%+...+bm(;)"”bm #0,m > n}
(l)n(aox”Jr...an)

T

(%)m(boxm+,..+bm);bm #0,m > n}
= {xm_"%;x L4 (x),m > n} =P,

Assim, t = % é um elemento primo de P e grau P, = 1. A valorizacao discreta

correspondente a P,, é dada por
f(x)

Uso (@> = grau g(x) — grau f(x), onde f(z),g(x) € Klz].

Na realidade, estes sdo os unicos anéis de valorizagdo de K (z). Logo,



Preliminares 23

Teorema 1.16. Os unicos lugares no corpo de fungoes racionais K(x)|K sao os lugares

P

w(z) € Poo definimos acima.

1.2.3 Divisores

Nesta secao definiremos o que vem a ser um divisor os seus elementos além de seus
respectivos espagos associados e por fim as suas propriedades. No que segue, F'|K denotara
um corpo de fungoes algébricos de uma variavel sobre K, com K algebricamente fechado

em F.

Defini¢ao 1.17. O grupo abeliano livre o qual é gerado pelos lugares de F|K é denotado
por D sendo chamado de grupo divisor de F|K. Os elementos de D sao chamados

de divisores de F|K e sao da forma

com np € Z quase todos nao nulos.
O suporte de D é definido por
supp D :={P € Pp;np # 0}

Um divisor da forma D = P com P € Pg é chamado de divisor primo. Dois divisores

D => npPe D =5 n)pP sao somados da seguinte maneira
D+D' = (np+np)P.

O elemento zero do grupo divisor D ¢ o divisor com todos os n, nulos.

Dados Q € Pr e D € Dp, definimos v (D) := ng, logo
supp D ={P € Pp;vup(D) # 0} e

D= > wvp(D)P.

Pesupp D

Uma ordem parcial em Dp é dada por:

D1 < Dg = UP(D1) < UP<D2)7
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para qualquer P € Pp.
Assim, dizemos que um divisor é positivo se D > 0.
O grau de um divisor é definido por:
grau D = Z vp(D)grau P
PEPp
Sabemos que um elemento nao nulo x € F' tem uma quantidade finita de zeros e pélos

em Pr. Deste modo, podemos definir:

Definicao 1.18. Seja 0 # x € F' e denotaremos por Z e por N o conjunto de zeros e

polos de x em Pr. Entdo definimos:

()0 =Y peyvp(x)P, o divisor zero de x;

(%)so = X _peny —vp(z)P, o divisor de pdlo de x;

() == ()0 — (¥) o, o divisor principal de z;

Observe que se () > 0, (z)o > 0 e que z € K se, e somente se, (z) = 0.

Definimos como sendo o grupo dos divisores principais de F|K o conjunto Pr := {(z);x €
F\ {0}} € Dp. O grupo quociente Cr = Dp/Pr é chamado de o grupo de classe dos
divisores. A classe corresponde em Cp do divisor D € Dy sera denotada por [D]. Dois
divisores D e D' sao ditos equivalentes, denotaremos por D ~ D’  se [D] = [D'], isto é,
D = D' + (z) para algum = € F'\ {0}.
Definiremos agora um espaco vetorial que é fundamental importancia a teoria de corpos

de funcgoes algébricas.

Definigcao 1.19. Para um divisor A € Dg, definimos o K-espago vetorial associado ao

divisor A, como sendo o conjunto
L(A):={x € F|(x) > —-A} U{0}.
dito de outro modo,
L(A) ={x € Flup(z) > —vp(A),YP € Pr} U{0}.

Lema 1.20. 1. £(0) = K;
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2. L(A) # {0} se e somente se, existe A’ ~ A com A’ > 0
3. Se A <0 entio L(A) = {0};
4. Se A ~ A entio L(A) € isomorfo (como K-espago vetorial) a L(A’).
Dado um espaco vetorial V, denotaremos sua dimensao por dim V.
Lema 1.21. Seja A, B divisores de F|K com A < B. Entdo temos que L(A) C L(B) e
dim (L(B)/L(A)) < grau B — grau A

O resultado abaixo nos fornece uma importante informacao sobre a dimensao dos

espagos L(A).

Definigao 1.22. Para A € Dp, o inteiro dim A:= dim L(A) é chamado de dimensao

do divisor A.

O proximo resultado nos diz que ha, essecialmente, uma relagao entre o nimero de
zeros e o numeros de pdlos (contando com a respectiva ordem) de um elemento nao-nulo

de F.

Teorema 1.23. Qualquer divisor principal tem grau zero. Mais precisamente, dado x €
F\ K, temos que
grau (x)o = grau () = [F : K(x)].

Demonstragdo. Sejan = [F : K(z)] e B := (2)oo = >.._, —Up,(x)P; onde P, ..., P, sdo

polos de z. Entao

grau B = vai(:v_l)gmu P <[F:K(z)l=n
i=1

E suficiente mostrar que n < grau B. Escolha uma base uy, ..., u, de F|K(z) e um divisor
C >0 tal que (u;) > —C para i = 1,...,n. Entao, temos que

dim (IB+C) > n(l+1), para todo 1 > 0,

pois, z'u; € L(IB+ C) para 0 <i <lel<j<n.Observe também que estes elementos

sao linearmente independente sobre K, devido ao fato de x° € K (z) para i = 1,..,1 serem
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linearmente independentes sobre K e wuq,...,u, serem linearmente independente sobre
K (z). Chamando ¢ := grau C temos que n(l + 1) < dim L(IB+ C) <l grau B+ c+1

o que implica que
l(grau B —n) >n—c—1, para todo | € N.

Logo, para [ suficientemente grande, temos que grau B > n.
Portanto, grau (r)s = [F : K(x)]. Como (z)y = (27!)w, concluimos que grau (z)y =

grau (z7V)e = [F: K(z™Y)] = [F : K(z)]. O
Este teorema nos traz a seguintes consequéncia:
Coroléario 1.24. Sejam os divisores A, A’ com A ~ A’. Entao:
a) dim A = dim A" e grau A = grau A';
b) Se grau A <0 entdao dim A = 0;
c) Se grau A = 0 entdo as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1) A € principal
2) dim A>1
3) dimA =1

O proximo resultado é fundamental para definirmos o que vem a ser o género de um

corpo de fungoes.

Proposicao 1.25. Fxiste uma constante vy € Z tal que para todos divisores A € Dg temos
que

grau A —dim A <~y
Defini¢ao 1.26. O género g de F|K € definido por
g :=max{grau A —dim A+ 1|A € Dr}

Observe que o género de F'|K é um inteiro nao negativo, pois tomando A = (0) temos
que grau A —dim A+ 1 = 0, concluimos que g > 0. Um primeiro resultado a respeito do

género de um corpo de fungoes é o seguinte:
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Teorema 1.27 (Teorema de Riemann). Seja F|K um corpo de fungéoes de género g.
a) Para qualquer divisor A € Dp, temos que dim A > grau A+ 1 — g;

b) Existe um inteiro ¢, dependendo de F|K tal que dim A = grau A+ 1— g sempre que

grau A > c.

Disto, pode-se mostrar que o género de um corpo de fungoes racionais K (x)|K é zero,

mas no geral, é complicado de se determinar o género de um corpo de fungoes.

1.2.4 O Teorema de Riemann-Roch

Nesta subse¢ao denotaremos F|K como um corpo de fungoes algébricas de género g.

Definicao 1.28. Para A € Dr definimos o indice de especialidade de A como sendo:
i(A) :=dim A—grau A+g—1

O Teorema de Riemann diz que i(A) é um inteiro nao negativo e i(A) = 0 se grau A

¢é suficientemente grande.
Defini¢ao 1.29. Um adele de F|K ¢é uma aplicagdo

]P)F — F
P — ap
tal que ap € Op para quase todo P € Pp.

O adele pode ser visto como um elemento do produto direto || pep, s assim usaremos

a notacao a = (ap)pep, ou simplesmente o = (ap). Definiremos o conjunto
Ap = {ala é um adele de F|K}

por espago dos adele de F| K, sendo este um espago vetorial sobre K. Definimos também
o adele principal de um elemento z € F' como sendo o adele onde todas as componentes
sao iguais a x. Observe que esta definicao faz sentido devido ao fato de a quantidade de

polos de x ser finito.
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Definicao 1.30. Para A € Dr definimos
Ap(A) :={a € Ap;vp(a) > —vp(A), para todo P € Pp}.

E facil ver que este conjunto é um K —subespaco vetorial de Ap.
O préximo resultado nos diz que apesar de Ap, Ap(A) e F' terem dimensao infinita o

quociente

Ar/(Ar(A) + F)

tem dimendo finita sobre K.

Teorema 1.31. Para qualquer divisor A, o indice de especialidade é
i(A) :=dim (Ap/(Ar(A) + F)).

Consequentemente, tem-se que g = dim (Ar/(Ar(0) + F)).
Agora introduziremos o conceito de diferencial de Weil o qual dard uma segunda inter-

pretacao para o indice de especialidades de um divisor.

Defini¢ao 1.32. Um diferencial Weil de F|K ¢ uma aplica¢ao K—linear w : Ap — K

que se anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Dp. Chamamos
Qp == {w|w é uma diferencial de Weil de F|K}
o médulo de diferencial de Weil de F|K. Para A € D seja
Qp(A) :={w € Qp|w se anula em Ap(A) + F}

O espago Q2p é um K—espago vetorial e Qp(A) um subespaco de Qp. Observe que
para x € F e w € Qp a aplicacdo 2w : Ap — F definida por (2w)(a) := w(xza) ainda é
um diferencial de Weil. Disto pode-se concluir (ndo naturalmente) que Qp é um espago
vetorial unidimensional sobre F. Mais ainda, para A € Dp, temos que dim Qp = i(A).

E possivel fazer uma conexao entre divisores e qualquer diferencial de Weil nao-nulo.

Fixando 0 # w € Qp e considerando o conjunto de divisores
M(w) :={A € Dp|w se anula em Ap(A) + F}

pode-se garantir a existéncia de um tnico divisor W € M (w) tal que A < W para qualquer

A € M(w). Isto, nos permite definir:
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Definigao 1.33. 1. O divisor (w) de um diferencial de Weil w # 0 € o inico divisor
de F|K satisfazendo: w se anula em Ap((w)) + F; e se w se anula em Ap(A) + F
entao A < (w).

2. Para 0 # w € Qp e P € Pp definimos vp(w) := vp((w)).

3. Um lugar P é dito um zero (respectivamente pdlo) de w se vp(w) > 0 (respectiva-
mente vp(w) < 0). w € chamado regular em P se vp(w) > 0 e w € dito ser reqular

(ou holomorfico) se P é reqular para qualquer lugar P € Pp.

4. Um divisor W € chamado um divisor canénico de F|K se W = (w) para algum

w € Qp

Das observacoes feitas apds a definicao 1.32 tem-se que para 0 #z € F e 0 #w € Qp
entdo (zw) = (x) + (w) e quaisquer dois divisores canoénicos de F|K sao equivalentes.
Uma simples consequéncia disto é que os dois divisores de F|K formam uma tnica classe

[W] no grupo quociente Cr. A esta classe de divisores damos o nome de classe candnica

de F|K.

Teorema 1.34. Seja A um divisor arbitrdrio e W = (w) um divisor canénico de F|K.

Entao aplicacao

LW —A) — Qp(A)
JT
i = rTw

¢ um isomorfismo de K—espago vetorial. Em particular, i(A) = dim (W — A).

Agora estamos em condicoes de enunciar e provar um dos principais resultados da

teoria de Corpos de Fungoes Algébricos.

Teorema 1.35 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de F|K.

Entao, para qualquer divisor A € Dg temos
dim A= grau A+1— g+ dim(W — A).

Demonstragao. Como i(A) = dim A — grau A+ g — 1 e do teorema anterior temos

dim (W — A) = i(A) segue que

dim A= grau A—g+1+dim (W — A).
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O
Corolario 1.36. Para um divisor canonico W, nos temos grau W = 2g—2 e dim W = g.

Sabemos do Teorema de Riemann que existe uma constante ¢ tal que se grau A > ¢
entdo i(A) = 0. Agora, podemos dar, mais precisamente, uma descrigdo de como escolher

esta constante.

Teorema 1.37. Se A é um divisor de F|K de grau A > 2g — 1 entao
dim A =grau A+1—g.

Vejamos agora algumas das consequéncias do Teorema de Riemann-Roch. O primeiro

resultado ¢ um melhoramento do Teorema da Aproximagao Fraca.

Teorema 1.38 (Teorema da Aproximacgao Forte). Seja S ; Pr, um subconjunto proprio
de Pr e Py,..., P, € S. Suponha que sejam dados x1,...,x, € F e ny,....,n, € Z. Entao

existe um elemento x € F' tal que

vp(x —x;) =n;, para i=1,...,1 e

vp(z) >0, para Pe S\ {Py, .., P.}.

Veremos agora alguns resultados sobre os elementos de F' que possui apenas um pélo.

Proposicao 1.39. Seja P € Pr. Entao para qualquer n > 2g existe um elemento v € F

com divisor de polos (z)e = nP.

Definicao 1.40. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 é chamado de nao lacuna de P se e
somente se existe um elemento x € F' com (x)s = nP. Do contrdrio chamamos de n de

lacuna de P.

Claramente, n é uma nao lacuna de P se e somente se dim (nP) > dim ((n — 1)P).

Veremos posteriormente uma outra maneira de definir tais elementos.

Teorema 1.41 (Teorema das Lacunas de Weiestreiss). Suponha que F|K tem género
g >0 e P ¢ um lugar de grau um. Entao existem exatamente g lacunas i; < ... < 14 de

P. Mais ainda, 11 = 1 e ig <29 — 1.
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Vejamos agora o que vem a ser uma componente local de um diferencial de Weil.
Definicao 1.42. Seja P € P

1. Para x € F seja ip(x) € Ap o adele cuja a P—componenete € x e o restantes dos

componentes € zero.

2. Para um diferencial de Weil w € Qp definimos sua componente local wp : F' — K

como sendo wp(x) :=w(ip(x)). (Claramente, wp é K—linear)
Sobre as componentes locais temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.43. Seja w € Qp e a = (ap) € Ap. Entio wp(ap) # 0 para uma quanti-
dade finita de lugares P e

Em particular ) pcp, wp(1) = 0.

Proposicao 1.44. 1. Seja w # 0 um diferencial de Weil de F|K e P € Pr. Entado
vp(w) = maz{r € Zlwp(x) = 0 para todo x € F com vp(x)+1r > 0}.
Em particular wp # 0.

2. Sew,w € Qp e wp = wp para algum lugar P € Pp, entdo w = w'.
Disto, seque que, para v € Z, que vp(w) > 1 se, e somente se, w(x) = 0 para todo

x € F com vp(z) > —.

1.3 Cbdigos Geométricos de Goppa

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes e a construcao dos Cdédigos
Geométricos de Goppa. Sendo que de agora em diante, denotaremos F, denota um corpo
finito com ¢ elementos.

Considere as seguintes notagoes:

F|F, é um corpo de fungoes algébricas de género g.

P, ..., P, sao lugares dois a dois distintos de F|F, de grau 1.
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D=P +..+P,.
G é um divisor de F|F, tal que supp D N supp G =0

Definigao 1.45. O cédigo geométrico de Goppa C(D,G) associados aos divisores
D e G é definido por

Ce(D,G) = {((P), ... x(P,))|z € L(G)} C F™.

Observe que tal defini¢ao faz sentido: para z € L(G) temos que vp, (z) > 0, para todo
i =1,...,n, pois supp D N supp G = (; para x(P;) € Fp,, como grau P; = 1 segue que
Fp, =F,, assim z(P;) € F,.
Diz-se que o codigo geométrico de Goppa ¢ m-pontuais se existirem m pontos F,-racionais

no suporte do divisor G. Consideremos a aplicacao avaliagao

avp : L(G) — Fy
r = (z(P),..,x(P,)).
Temos que avp é F,—linear e a imagem de £(G) por esta aplicagao é C(D, G).
Vejamos agora que, para um cédigo Cz(D, G) cujos parametros sdo [n, k,d|, é possivel,
pelo teorema de Riemann-Roch, estimar seus parametros e obter um cota inferior para a

distancia minima dg.
Teorema 1.46. Cr(D,G) € um [n, k, d]—cddigo linear tal que
k = dim G - dim (G-D) ed > n - grau G.

Demonstragao. Considerando a aplicagao avp : L(G) — Ty, definida acima, temos que
L(G)/Ker(avp) ¢é isomorfo a Im(avp) = Cr(D, G).
Como
Ker(avp) ={z € LIG)\{0} : (z(P1),...,z(P,)) = (0,...,0)}
= {x € LIG)\{0}; vp,(x) >0 parai=1,..n}U{0}
={zx € LIG)\{0} : vp(x) > 1 =vp (D) =vp(D—-G),i=1,...n}
=L(G—-D)

segue que k = dim (L(G)/Ker(avp)) = dim G — dim (G — D).
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Calculemos agora uma cota inferior para a distancia minima d. Lembre-se que o peso
de um elemento = de um cddigo é denotado por w(z). Assuma que Cr(D,G) # {0}.
Escolha z € L(G) tal que w(avp(x)) = d. Entao, existem n — d lugares P, ..., P,

ln—d

no
suporte de D tais que vp, () >0, para j=1,..,n—d.
Logo x € L(G — (P, + ...+ P,,_,)) \ {0}, ou seja, dim (L(G — (P, + ...+ P, ,))) > L.
Portanto, do corolario 1.24, segue que
0<grau (G— (P, +..+P,_,))=grau G— (n—d),
ou seja, d > n — grau G. [
Uma consequéncia deste teorema é o seguinte resultado.

Corolario 1.47. Suponha que grau de G € estritamente menor que n. Entao a aplicagao
avaliagdo avp : L(G) — Cr(D, G) € injetiva e ainda:
1. Ce(D,G) é um [n,k,d|—cddigo comd > n—grau G ek = dim G > grau G+1—g.
Logok+d>n+1—g.

2. Se2g—2<grau G <n entio k =grau G+1—g.

3. Se {x1,...,x} € uma base de L(G) entdao a matriz

1(P) 71(P) - 21(B)

¢ uma matriz geradora de Cr (D, G).

Observe que a cota inferior para a distancia minima dada no item (1) deste corolario
é muito parecida com a cota de Singleton. Assim toda vez que tivermos grau G < n
teremos

n+l—g—k<d<n+1-k.

Note também que se F' é um corpo de fungoes de género g = 0, entao d = n + 1 — k.
Assim, os c6digos geométricos de Goppa construidos sobre um corpo de fungoes racionais
IF,(2) serao codigos MDS (Mazimum Distance Separable). Isto nos motiva a dar a seguinte

definicao:
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Definicao 1.48. O inteiro dg := n — grau G € chamado de distancia designada do

cddigo Cr(D, Q).

O teorema 1.46 estabelece que a distancia minima de um cédigo geométrico de Goppa
nao pode ser menor que a distancia designada. Agora, quando supomos que dim G > 0
e dg > 0, temos que dg = d se e somente se existe um divisor D' com 0 < D' < D,
grau D' = grau G e dim (G —D') > 0.

Por meio das componentes locais da diferencial de Weil, podemos associar um outro cédigo

aos divisores D e (G, a saber:

Definicao 1.49. Seja G e D = P, + ... + P, dwisores onde P; sao dois a dois distintos,
grau P; = 1 e supp D N supp G = ). Entdo definimos o codigo Co(D,G) C Fy por

Co(D, G) = {(wp,(1), - wp, (1))|w € (G — D)}.
Um resultado anédlogo ao teorema 1.46 é o seguinte:

Teorema 1.50. Cq(D,G) € um [n, k', d'|—coédigo tal que k' = i(G — D) —i(G) ed >
grau G — (29 — 2). Mais ainda, adicionando a hipdtese de grau G > 2g — 2 temos que
K =i(G—-D)>n+g—1—grau G. Se, contudo, tivermos 2g — 2 < grau G < n, entdo
K=n+g—1-—grau G.

O préximo resultado nos mostra que existe uma relacao entre os cédigos Cr(D,G) e

Co(D, ).
Teorema 1.51. Os cddigos Cr(D, Q) e Co(D,G) sio duais um do outro, isto €,
Ca(D,G) = Ce(D,G)*

Demonstracao. Primeiramente notemos o seguinte fato: Considere um lugar P € Pr de
grau 1, um diferencial de Weil w com vp(w) > —1 e um elemento x € F' com vp(z) > 0.

Entao

wp(r) = z(P)wp(1) (1.1)
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De fato, com grau P = 1, podemos escrever © = a+y onde a = z(P) € F e vp(y) > 1.
Entao
wp(r) = wp(a) + wp(y) = awp(l) + 0 = z(P)wp(1).
Note que wp(y) = 0, pois vp(w) > —1, vp(y) > 1 e proposigao 1.44.
Mostraremos que Cq(D,G) C Cr(D,G)*. Seja w € Qr(G — D) e z € L(G), entdo,
da proposi¢ao 1.50 e do fato de x € F' e w se anular em F, temos que 0 = w(z) =
ZPGPF wp(z). Para P € Pp\ {P,.., P,} temos que vp(z) > —vp(w).

Logo, da proposicao 1.44, segue que wp(z) = 0 e assim

n

0= 3" wele) = > wn =11 3 w(Pwn(1) = (@r (1) wr, (), @(P). s al(P)

PePr =1
Portanto, Cq(D,G) C Cr(D,G)*
Agora mostraremos que a dimensdo dos cédigos Cq(D,G) e Cr(D,G)* sao iguais.

Pelos teoremas 1.46 e 1.50 e o Teorema de Riemann-Roch, temos

dim Cq(D,G) =i(G— D) —i(G)
=dim (G— D) —grau (G—D)—14g— (dim G — grau G — 1+ g)
= grau D +dim (G — D) —dim G
=n— (dim G —dim (G — D))
=n—dim C¢(D,G) = Cr(D,G)*
[

Observagao 1.52. Um cddigo Cq(D, G) pode ser representado como Cp(D, H), para um
apropriado divisor H. A saber: seja n uma diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e

vp, (1) =1 para i =1,...,n. Entdo

OL(D, G)J‘ = CQ(D,G) = CE(D,H), onde H=D — G+ (77)

1.4 Subanéis de um Corpo de Funcoes

Nesta secao veremos os conceitos e resultados que serao fundamentais no ultimo capitulo
desta dissertacao. No que segue, F'|K denota um corpo de fung¢oes com corpo de constantes

K.
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Defini¢ao 1.53. Um subanel de F|K ¢ um anel de R tal que K C R C F e R ndo é

um corpo.
Em particular, se R é um subanel de F'|K entao K ; R ; F'. Dois exemplos disso sao:
a) R = Op para algum P € Pp;
b) R = K|[xy,...,x,] onde xq,...,x, € F|K.
Um exemplo mais geral de (a) é dado na seguinte defini¢ao:
Definigao 1.54. Para ) # S G Pr seja
Os :={z € Flup(z) >0, para todo P € S}

a intersecao de todos os anéis de valorizacao Op com P € S. Qualquer anel R C F

que € dessa forma € chamado de anel de holomorfia de F|K.

Disto, temos que qualquer anel de holomorfia Og é um subanel de F'|K que ¢ integral-
mente fechado; o corpo de fragoes de Og é F'; qualquer anel de valorizacao Op é um anel

holomorfico; e para P € Pre ) # S ; Pr temos que Og C Op se, e somente se, P € S.
Teorema 1.55. Seja R um subanel de F|K e S(R) := {P € Pp|R C Op}. Entao:
i) 0 # S(R) G Pp;

i) Og(r) € 0 fecho integral R de R em F. Em particular, R é um subanel integralmente

fechado de F|K com corpo de fragoes F.
Uma consequéncia direta deste teorema é o seguinte resultado.

Coroldrio 1.56. Um subanel R de F|K com corpo de fra¢oes F € integralmente fechado

se, e somente se, R é um anel de holomorfia.

Observagao 1.57. Para () # S C Pr temos que Og é um dominio de ideais principais.

Tal resultado € uma generalizacdo do teorema 1.6.



Capitulo 2
Cddigos de Avaliacao

Este capitulo é parte fundamental dessa dissertacao, pois veremos conceitos de funcao
ordem e sua generalizacao conhecida como funcao ordem fraca bem como seus principais
resultados e logo apds passaremos a construcao dos codigos via a estrutura de dlgebra
além de estudarmos uma parte da estrutura do semigrupo de Weiestrass para o caso onde

n = 2.

2.1 Funcoes Ordens

Nesta secao descreveremos a construcao de cédigos de avaliacao por meio de fungoes
ordens. Sendo que no que segue, R denotara uma [F-algebra, isto é, R é um anel comutativo

com unidade contendo F como subanel.

Definigao 2.1. Uma fungdo p: R — Ny U {—o00} é chamada uma fungao ordem sobre

R se as sequintes propriedades sao satisfeitas. Sejam f,g,h € R.

(1) p(f) = —oco se, e somente se, f = 0;

(2) Para A € F*, p(Af) = p(f);

(3) p(f +9) < max{p(f),p(9)}. € a igualdade vale sempre que p(f) # p(9);
(4) Se p(f) < p(g) e h # 0, entao p(fh) < p(gh);

(5) Se p(f) = p(g) # 0, entdo existe X € F* tal que p(f — Ag) < p(f).

37
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A fungao p é chamada uma fungao peso sobre R, se além de (1)-(5) também satisfaz:
(6) p(fg) = p(f) + p(g).
Aqui, co +n = —oo para todo n € Ny U {—oc0}.

Exemplo 2.2. Uma F-dlgebra R = F[X]| com a fun¢ao p definida por p(f) = grau f para

toda f € R, definida desta maneira p é uma funcdao peso.

Exemplo 2.3. Seja F(X) o corpo de fungoes de uma curva X sobre F. Seja P um ponto
F-racional. Seja R := R(P) a F-dlgebra dada pela interse¢io dos anéis locais Og de
F(X), nos pontos QQ, como @ # P. Seja vp a valorizagao em P. Portanto, vp(f) > 0 para
todo f mao nulo em R. Defina p(f) := —vp(f) para f € R. E consequéncia imediata das

propriedades da valorizagao discreta que p é uma func¢do peso.

Lema 2.4. Seja p uma funcao ordem sobre R. Entao,

(1) Se p(f) = p(g) entio p(fg) = p(gh) para todo h € R;

(2) Se f € Re f+#0 entio p(1) < p(f);

(3) F={feR:p(f) <p(1)};

(4) Se p(f) = plg) entdo existe um tinico A € F* tal que p(f — Ag) < p(g).

Agora veremos que a existéncia de fungoes ordens sobre R estd ligada & existéncia
de certas F-bases de R. O préximo teorema nos mostra que se existe uma funcao ordem
sobre uma F-dlgebra R entao existe uma [F-base de R, sendo que R visto como [F-espaco
vetorial, com certas propriedades. Tal base nos permite construir os chamados Cddigos

de Avaliagao.

Teorema 2.5. Seja R uma F-dlgebra com funcdao ordem p. Assuma que R # .
(1) Entao existe uma base {f; : i € N} de R sobre F tal que p(f;) < p(fiz1) para todo i.
(2) Se feRef=Afi+..+Nfi onde A\y,....\; €F e \; # 0 entao p(f) = p(fi).

(3) Seja l(i,j) =1 tal que p(fif;) = p(fi). Assim, 1(i,7) < 1(i+1,7) para todo i e j.



Cadigos de Avaliagao 39

(4) Seja p; == p(f:). Se p € uma fungdo peso entio pyijy = pi + pj-

Teorema 2.6. Sejam R uma F-dlgebra. Seja {f; : i € N} uma F-base do F-espago vetorial
R com fy = 1. Seja L; o espago vetorial gerado por fi,...f;. Seja l(i,7) o menor inteiro
[ tal que f;f; € Li. Suponha que l(i,j) < (i +1,7) para todo i,j € N. Seja (p; : i € N)
uma sequéncia estritamente crescente de inteiros nao negativos. Defina p(0) = —oo e

p(f) = pi sei é o menor inteiro tal que f € L;. Entao p é uma fun¢ao ordem sobre R.

Definicao 2.7. A aplicacao
¢: R— Ty,

¢ chamada wm morfismo de Fy-dlgebras se p € Fy-linear e

o(fg) = (f)e(g)

Definicao 2.8. Na situacao descrita acima considere Ly o espaco gerado por fi,..., fi e
seja p € um morfismo sobrejetor entre IF -dlgebras. Definimos um cddigo de avaliagdo Ej

e seu codigo dual C, respectivamente, por

Ep = o(Li) = (p(fr), -, o(f1))

Cr={celF, :cp(fi) =0, para todo i <1}.

A sequéncia de cédigos (F; : | € N) é crescente com respeito a inclusao e todos eles sao
subespagos de Fy. Logo, existe um natural N tal que F; = Ey para todo [ > N. Observe

que o codigo Ey é a imagem de R.

2.2 Funcoes ordem fraca

Nesta secao iremos abordar alguns dos resultados da funcao ordem fraca que trata-se de
uma generalizacao da funcao ordem vista na segao 2.1, para modificarmos tais conceitos,
vamos introduzir a seguintes notagoes.

Seja a aplicagao

p:R— NyU{—o0}.
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Considere os seguintes conjuntos

M=M,={feR:p(f)>p(l)}

U=U, = {f€R: f£0ep(f) < p1)}.

Que chamamos de nao unidades e unidades de R com respeito a p, respectivamente.

Definigao 2.9. A funcao p é chamada uma fungao ordem fraca sobre R se as sequintes

propriedades sao satisfeitas. Sejam f,q,h € R.

(1) p(f) = —o0 se, e somente se, f =0;

(1) Para A € B, p(Af) = p(f);

(111) p(f + g) <maz{p(f),p(9)}, € a igualdade vale sempre que p(f) # p(g);

(1V) Se p(f) < p(g) entdo p(fh) < p(gh). Entretanto, se h € M, entdo p(fh) < p(gh);
(V) Se p(f) =p(g) e f,g € M, entio existe X € F* tal que p(f — Ag) < p(f).

A funcao p é chamada de funcao peso fraco sobre R, se além de (I) — (V) também

satisfaz:
(VI) p(fg) < p(f)+ p(g) e vale a igualdade sempre que f,g € M.

Exemplo 2.10. Naturalmente, uma funcao ordem € uma func¢ao ordem fraca comU = F*,

ver lema (2.4(3)).

Exemplo 2.11 (Fungao Constante). Seja ¢ € Ng. Para f € R definimos p(f) = —o0
se f=0cep(f)=csef#0. Assim, U = R* e M = (. Note que, por vacuidade, as
propriedades (IV) e (V) sao satisfeitos. E imediato que p ¢ funcdo ordem fraca sobre R
mas nao € funcao ordem sobre R. De fato, lembre que R # F. Seja f € R\F C R*. Assim,
o(f) < p(1), mas p(f) = ¢ € Ny entiio p(f) > p(1), o que implica p(f) = p(1). Se p é uma
fung¢do ordem, seque da propriedade (5) que existe A € F* tal que p(f — A1) < p(1) = ¢,
implica que p(f — A1) = —oc0 e assim f— A =0 o que implica f = X\ € F, absurdo pois
f¢F.
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Agora, veremos resultados da funcao ordem fraca e da estrutura da F-algebra R.

Lema 2.12. Seja p uma fungdo ordem fraca. Se f,g,h € M e p(f) = p(g) entdio
p(fh) = p(gh).

Demonstragao. Como p(f) = p(g) entdo pela propriedade (V), existe A € F* tal que
p(f —Ag) < p(g). Assim, aplicando as propriedades (IV) e (II), nessa ordem, temos que
p(fh — Agh) < p(gh) = p(Agh). Portanto, aplicando a propriedade (III) para as fungoes
(fh — Agh) e Agh, concluimos que

p(fh) = p((fh — Agh) + Agh) = p(Agh) = p(gh).
0

Proposicao 2.13. Seja U:=UuU {0}. Uma F-dlgebra R é um dominio de integridade se,
e somente se, existe uma funcdao ordem fraca p sobre R tal que U é um subanel de R que

¢ um dominio.

Demonstracao. Suponha que R é um dominio de integridade. Tome p a fungao ordem
fraca constante (ver Exemplo 2.11). Assim, U = R.

Agora, seja p funcao ordem fraca sobre R tal que U é domfnio de integridade. Tome
f,g € R*. Devemos mostrar que fg # 0. Se f,g € 1/7, por hipotese, nao ha nada a provar.
Assim, suponha que f € M ou g € M. Sem perda de generalidade, admita que f € M,
isto é, p(1) < p(f). Como g # 0, entdao p(0) < p(g). Logo, aplicando a propriedade (IV),
temos que p(0f) = p(0) < p(fg). Portanto, fg # 0. ]

Exemplo 2.14. Seja R uma F-dlgebra diferente de F e g € R\F. A fungao p := p,
definida por

—00, se f=0
pe(f) =1 0, se f € (g)\{0}
1, se fé(g)
onde (g) € o espago gerado por g e pyé uma fungao ordem fraca com U, = R*. Que
passaremos a demonstrar. Da definigao, é imediato que as propriedades (I) e (II) sao

satisfeitas. Por vacuidade, as propriedades (IV) e (V) sdo satisfeitas. Resta-nos provar
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a propriedade (III). Primeiramente vamos mostrar que py(f + h) < maz{py(f), py(h)}.
Sejam f,h € R. Se f+ h = 0, seque o que queremos. Se 0 # f 4+ h = Ag entdo f # 0
ouh £ 0 ¢, portanto, p,(f +h) = 0 < p,(f) ou py(f +h) < py(h). Se0 £ f+h ¢ (g)
entdo f ¢ (g) ou h & (g) e, portanto, p,(f +h) =1 = py(f) ou ps(f +h) =1 = py(h).
Agora vamos mostrar que vale a igualdade se py(f) < pg(h). Se f =0, € imediato o que

queremos. Se 0 # f € (g) entao h ¢ (g), f+h & (g9) e portanto p,(f + h) = py(h).

O resultado abaixo caracteriza a funcao ordem em termos da fungao ordem fraca.

Lema 2.15. Seja p: R — NogU {—00} uma fungdo. Entao p é uma fungao ordem se, e

somente se, p é uma funcao ordem fraca tal que U = F*.

Demonstracao. Admita que p é uma funcao ordem. Da definicao segue que p é fungao
ordem fraca e do lema 2.4(3) segue que U = F*.

Suponha que p é uma funcao ordem fraca com U = F*. Temos que provar que p satisfaz as
propriedades da defini¢ao de fun¢ao ordem (ver 2.11). Da definigao de funcao ordem fraca
é imediato que p satisfaz as propriedades (1), (2) e (3). Sejam f,g,h € R tal que h # 0.
Note que R = M UU = M UF*. Primeiro, vamos provar que p satisfaz a propriedade
(4). Com efeito, admita que p(f) < p(g). Se h € M entao pela propriedade (IV) temos
que p(fh) < p(gh). Portanto, p satisfaz a propriedade (4). Para finalizar, provaremos que
p satisfaz a propriedade (5). Suponha que —oo < p(f) = p(g). Se f,g € M entao pela
propriedade (V) existe A € F* tal que p(f — Ag) < p(f). Se f,g € U = F* tome \ := 5.
Assim, p(f — Ag) < p(f). Logo, p satisfaz a propriedade (5). O

Agora trataremos da unicidade de A € F* satisfazendo a propriedade (V). No caso de

p ser funcao ordem esta questao foi tratada no Lema 2.4(4).
Lema 2.16. Se p(1) < p(f) = p(g) entdo existe unico X € F* tal que p(f — \g) < p(f).

Demonstragao. A existéncia é garantida pela propriedade (V). Vamos mostrar a unici-
dade. E imediato que g # 0. Admita que existem A, u € F* tais que p(f —Xg) < p(g) e
p(f — ng) < p(g). Assim, das propriedades (IT) e (IIT) segue que

p((—=Ng) = p((f = Ag) = (f — ng)) < Mazx{p(f — Ag), (f — ng)}-
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Logo,
p((1—N)g) < plg)-

Isto acontece apenas se u — A\ = 0, pois g # 0. Dai temos que A = pu. O]

Lema 2.17. Seja p fungdo ordem fraca tal que U # R*. Entao M # ) e o conjunto p(M)

possui infinitos elementos.

Demonstracio. E imediato que M # (), pois caso contrario Y = R*. Seja f € M.

Aplicando a propriedade (IV) sucessivas vezes temos que

p(1) < p(f) < p(f?) <p(f?) < ...
Isto nos mostra que p(M) possui infinitos elementos. ]

Observacao 2.18. Para p como no lema anterior, admita que

pM) ={p1 < p2<ps<..}
Seja F:={f; € M :i € N} tal que p(f;) = pi, para todo i € N. Assim, p(F) = p(M).

Lema 2.19. Seja p uma fungao ordem fraca comU # R* e F nas condi¢oes da observac¢ao

acima. Se f € M e p(f) = p(fn) entao existem unicos A1, ..., \, € F, X\, # 0 tais que
f—=fit .. +Afn) € U.

Demonstracao. Vamos provar a existéncia. Usaremos inducao sobre m. Suponha que

p(f) = p(f1). Pela propriedade (V), existe \; € F* tal que

p(f —Aifi) < p(fr)

Isto mostra que (f — Aif1) € U, pois p(h) < p(f1) para todo h € M por construgo.
Suponha que vale a propriedade para m < n. Se p(f) = p(f.), pela propriedade (V)

existe A\, € F* tal que
p(f = Anfn) < p(fn).

Caso f — A\, fn =0, tome \; = ... = \,_1 = 0. Assim,

F=Oufi+ o+ Mfn) €U
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Caso contrério, existe a < n tal que p(f — A\,fn) = p(fa.). Pela hipétese de indugao,

existem Ay, ..., \, € F, A\, # 0, tal que

(f - Anfn) - ()\1,](1 + ‘I’ )\afa) c Z:i

Fazendo \,y1 = ... = A\,_1 = 0, se necessério for, teremos que
F=Ofid o+ Afn) €U

Vamos mostrar a unicidade. Suponha que existam Ay, ..., A\, € F e uy, ..., u, € F tais que

A 70, pn #0 e
hii=f—(Mf+ .+ fa)eUe

hg = f — (,u1f1 + ...+ ,Lbnfn) € Z;i

Assim,

p(f = Mnfn) = p(hr + Mfi+ o+ Aafua) < p(fa) €

p(f = tnfn) = plha + prfr + oo 4 1 fuo1) < p(fa)-

Do Lema 2.16 segue que A, = j,,. Argumento analogo nos mostra que \; = p; para todo

ttalque 1 <i<n—1. O
Teorema 2.20. Seja p uma fungao ordem fraca sobre R tal que U # R*.

(1) Existe um conjunto linearmente independente F = {f; i € N} UM tal que p(f;) <
p(firr) e p(F) = p(M).

(2) Seja f € R. Entao f pode ser escrito, de maneira unica, da forma
f=1l+ Zn: Aifi
i=1
onde fy € U e Ay ooy Ap € F. Em outras palvras,
R=U&(F).

Se f # 0 e n € o menor inteiro tal que f pode ser escrito da forma acima, entdo

p(f) = p(fn)-
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(3) Seja l(1,j) o menor inteiro | tal que p(f;f;) = p(fi). Entao I(i,7) < (i + 1,7) para
todo i € Ny e j € N. Se p é funcao peso fraco e i,j € N, entao
Puig) = Pit Pj
onde p(f:) = i

Demonstracao. (1) Da observacao 2.18 segue que existe F' = {f; : i € N} C M tal que
p(f:) < p(fiz1) e p(F) = p(M). Vamos mostrar que F é linearmente independente.
Suponha que

Mfi+ oo+ Xfn=0

Sem perda de generalidade, admita que A,, # 0. Assim,
0 < p(fa) = p(Mifi 4o 4+ Anfn) = p(0) = —o0
contradicao. Logo, Ay = ... =\, =0.
(2) Se f =0 o resultado é imediato. Suponha que f € R*. Se f € U, nao ha nada a

provar. Assim, f € M e existe n € N tal que p(f) = p(f.). Do lema 2.19, existem
Unicos Aq, ..., A, € F, A\, # 0, tal que

for=f—=fit .+ Mfa) €U.

Isto nos mostra que fp é unico. Portanto, f pode ser escrito de maneira tnica.

Agora admita que n é o menor inteiro tal que

O£ f=fo+rMfi+ ...+ fn

Se f €U entdo f = fy e p(f) = p(fo). Se f € M entao A, # 0. Das propriedades
(III) e (IT), temos

p(f) = p(fo+Mfi+ ..+ Afn) = max{Aifi, ... \ufu} = p(Anfn) = p(fn)

(3) J& sabemos que p(f;) < p(fi+1) para todo i € Ny. Aqui, f, representa qualquer
elemento de U. Seja j € N. Assim, f; € M e pela propriedade (IV) temos que
p(fif;) < p(fix1f;), como querfamos demonstrar. Da defini¢ao de funcao peso fraca

segue que py; ;) = p; + pj, sempre que 4, j € N.
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Teorema 2.21. Seja {f; : i € N} U R\IF um conjunto linearmente independente e Ry o

seu complemento que determina uma F-base de R. Assim,

R = (Ro) @ (f1, fa, ...) -

Sejam Lo = (Ro) , Ly = Ry ® (f1, ..., fi) para todo 1 € N e l(i,j)=Min{l : f;f; € Li}.
Para todo i € Ny, suponha que

1(i,j) <U(i+1,7)
para todo j € N e que

1(,0) < (i + 1,0).
Seja (p; =i € Ng) uma sequéncia estritamente crescente de inteiros nao negativos. Defina
p(0) = —c0 e p(f) = pi se l € o menor inteiro tal que f € L;. Entao p é uma fungao
ordem fraca sobre R. Se além disso, pii ;) = pi + pj para todo 1,5 € N, entao p € uma

fung¢ao peso.

Demonstracao. Devemos provar que existe uma fungao peso fraco que satisfaz as condigoes
do teorema. Com efeito, as propriedades (I), (II), (III) e (V) s@o consequéncias imediatas
das definigoes. Vamos provar que a propriedade (IV) é satisfeita. Sejam f,g,h € R tais
que

f=f+Mfi+..+\f,
g =90 +ﬁlfl + ... +ﬁsfsa
h=ho+yfi+...4+%f,

r<sel <t Assim, p(f)=p, < ps =p(g). Se f =0 a propriedade (IV) é satisfeita.
Suponha que f # 0. Logo, s > 1. Para 1 < ¢ < s temos que f;h € Ly, e goh € L),
pois Ljoq € Ly € Lig,). Portanto, gh € Lyy,). Pelo mesmo raciocinio, temos que
fh € Lyqyy. Por hipétese, I(i,7) < I(i + 1,j) para todo j € N. Assim, como ¢ > 1 segue

que t € N e, portanto,
Lt,r) <lUt,r+1)<l(t,r+2)<..

Consequentemente,

l(t,r) <..<l(t,s—1)<l(t,s)
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pois r < s — 1 < s. Isto mostra que,

p(fh) < piery < pues) = p(gh)

onde a tltima igualdade vale pois gh € Lj,s)\Lit,s—1)- Do contrario, f,f; € Lyt.s—1) 0 que
¢ uma absurdo. Logo, podemos concluir que p é fungao ordem fraca. Agora veremos que
p € funcao peso sobre R. J4 sabemos que 1 < s,t. Se py; ) = p; + p; para todo i,j € N
entao

p(gh) = pursy = pe + ps = p(h) + p(g) = p(g) + p(h).

Isto mostra que p é funcao peso. O

Agora, vamos fazer algumas consideracoes com o objetivo de se determinar uma [F-
base para R por meio de fungoes ordens fracas. Recordemos que, se p é uma funcao
ordem fraca sobre R entdo existe um subconjunto F' = {f; : i € N} C M, linearmente
independente sobre [, tal que

R=U,d(F).

Portanto, p gerou um conjunto linearmente independente sobre [, que por sua vez pode
ser completado gerando um F-base de R. Agora imagine que ¢ é uma outra funcao ordem
fraca sobre R tal que U, ¢ U,, isto é, U, N M, # (). Admita que ﬁp é um anel. Logo,
o1 = a|27p ¢ funcao ordem fraca sobre ZZ, com Uy, = U, NU,.

Assim, existe G = {g; : i € N} C M,, = M, NU, = F*, linearmente independente sobre
F, tal que ﬁp —U,, ® (G) . Portanto,

~ —_—

R=U, & (G & (F) =U, N & (G) & (F).

Se U, NU, = F* entao
R=Fa® (G)® (F),

e portanto p e o fornecem uma F-base de R. Esta andlise motiva a préoxima definicao e

também nos faz entender as condigoes suficientes que aparecem no teorema abaixo.

Definicao 2.22. Dizemos que uma fung¢ao ordem fraca p sobre R, tem a propriedade

de anel quando ﬁp ¢ um subanel de R.
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Teorema 2.23. Sejam p1, ..., pn funcoes ordens fracas sobre R com a propriedade de anel,

U =U, e M; = M,, para 1 <i <n. Suponha que
R* 22/11 22/{1 N Uy 2 ;um...mun =",

Entao, existem Fy == {f1;: j e N} C My e Fy:={f;;: je N} C (U N..NU_1) M,

para 2 <1 < n tais que:
(1) pi(fij) < pi(fig+n) paral <i<nejeN;
(2) pi(F1) = p1(Ma) e pi(F) = pi(Uh N ... NU;—1 N M;);
(8) O conjunto Fy U ...U F,, U{1} forma uma F-base de R. Ou seja,

R=(F)®..&(F)®1).

Demonstracao. Provaremos usando inducao sobre n. Se n = 1, entao U = F* e portanto
p1 ¢ uma fungao ordem sobre R (ver lema 2.15). Pelo teorema 2.8(1) segue o resultado.
Admita, por hipétese de inducao que o resultado é verdadeiro para m < n. Aplicando
o Teorema 2.20 para p;, temos que existe F; = {fi; : j € N} C M,, linearmente

independente sobre [, tal que

p1(f1;) < p1(fig+1)

R=(FR)®U. (2.1)

- . / . / / ~ ~
Agora, para 2 < i < n considere p, := pz-|171. Assim, p,, ..., p,, sao fungoes ordens fracas

sobre Zjl, com a propriedade de anel, tais que
U =Uy =UhNU; e M;:=M, =UNM,

Logo,
UyN oo NU =Uy DU NN U

e portanto

Ui 2Uy 2 . 2Uy N NU, = F7
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pois

Uy =U 2Ui Uy 2 . 2Us NN U, = T

Pela hipétese de inducao, existem
Fy={fy;: jEN}C My=UNM,; ¢
Fi={f;:jeN}CU,N..OU_AM,=UN..0U_NM,
para 3 <1 < n tais que
pilfig) = pi(fis) < pilfigan) = i f +i(G+1)) e
pi(Fy) = p(F3) = pi(Uy O oo VU VM) = pi(Us O o VUi N M)
para todo 2 < i < n. Mais ainda,
FU..UF,U{1}

é uma [F-base de Z}l, Portanto, da equagao 2.1 segue que

FUFRU..UF,U{1}

gera R. Para finalizar, vamos mostrar que o conjunto acima é linearmente independente.
Sejam f = 221:1 Oéljflj c <F1> e g = Z?:Z Z?:l aijfij < <F2 U...u Fn U {1}> = L{1 tais

que

Z ajfij + Z Z a;ifi; =0
j=1

i=2 j=1
Sem perda de generalidade, suponha que ay,, # 0. Entao, pelas propriedades (II) e (III),

temos que

0 <pi(1) < pi(fir) = prlear fir) = p2(f) = p(f + g) = p1(0) = —o0.

Contradigao. Assim, ay,, = 0. Pelo mesmo raciocinio, segue que aq; = ... = ay(,—1) = 0.
Como FyU...UF, U{1} é um conjunto linearmente sobre F, segue que «;; = 0 para todo

2<i<mnel<j<r;. Portanto, F} U F,U..UF,U{1} é uma F-base de R. O
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2.3 Cdbdigos de Avaliacao e Distancia Minima Dual.

Seja F(X) o corpo de fungoes de uma curva X sobre F de género g. Sejam P e () pontos
F-racionais. Seja R := R(P, Q) a F-dlgebra dada pela intersegdo dos anéis locais O, de
F(X), nos pontos @1, com 1 # P e (1 # Q. Sejam vp a valorizacao em P e p a funcao

ordem fraca definida por

—00, se f=0
p(f) =14 0, sevp(f)>0e f#0 (2.2)
—vp(f), sewvp(f) <0

para f € R. Sejam vg a valorizagao em () e o a fungao ordem fraca definida por

—00, se f=0
o(f) =10, sevo(f) >0e f#0 (2.3)
—uQ(f), sevo(f) <0
para f € R. Na verdade, p e o sdo fungbes peso fraco sobre R. Assim, U, = R(Q)*,
U, = R(P)* e
U, U, =F*.
Logo,
R2U, 2U,NU, =TF".

Aplicando o teorema 2.23, existe F'UG; U {1} C R uma F-base de R tal que:

F={fi:ieN}CM,

p(fi) < p(fir1)

p(F) = p(M,)

Gi={¢gi:ieN} CU,NM, =R(Q)*NM, =R(Q)\F

o(g:) < o(gir1)

o(Gy)=0cU,NM,) =

R = (F)®(G1) & (1)

= (fo, f1, f2, ---) ® {91, g2, ...) onde fo=1.

/7~

(2.4)

o(R(Q)\F)
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Se p é uma fungao peso fraco, entao dp para todo d € N também serd. Entao definimos
a normalizacao de p como sendo a funcao ordem fraca p dada por
p(f) =0 se felU*
o =2 sefeM

s

onde d = mdce{p(f) : f € M}. No que segue, todas as fungoes peso fraco serdo normais,

isto é, p = p. O préximo lema relaciona os elementos da base com elementos do semigrupo

de Weierstrss em P, Q e (P,Q).

Lema 2.24. (1) p(M,) =N;

(2) o(Uy N Ms) = o(R(Q\F) = H(Q)".
Demonstragao. (1) Da definicao, é imediato que p(M,) € N. Agora, seja n € N. Se
n € H(P), entao existe f € F(X) tal que dive(f) = nP. Assim, f € R(P) C R(P,Q) =R
e p(f) = n. Caso n € G(P), entdo existe m € G(Q) tal que (n,m) € H(P,Q) onde
m = min{s € N : (n,s) € H(P,Q)}. Em outras palavras, existe f € F(X) tal que
dive (f) =nP + mQ. Logo, f € R e p(f) = n. Portanto, p(M,) = N.
(2) Imediato. O

Ainda estabelecendo as condigoes sobre os elememtos de F' e GGy, suponha que H(Q) =
{0 < my < mg < ...}. De acordo com a demonstragdo do lema anterior, para todo i € N

temos:

( pfi) =i
) =40 e (25)
min{a: (i,a) € H(P,Q)} € G(Q) seie€ G(P)
L o(gi) =m;.

De agora em diante, consideremos as funcoes f;,9; € R = R(P, Q) satisfazendo as

condigoes dadas em 2.4 e 2.5. Também, considere o conjunto da lacunas associados ao

ponto @,

Seja G um divisor sobre a curva X.
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Proposicao 2.25. Se G =P +mQ e l;] < m entao
U(G) =deg(G)+1—g.

Demonstragao. Sabemos que L(G) C R e que F UG U {1} é uma F-base de R. Vamos
mostrar que A := {fy, ..., fi} U{g; : m; < m} é uma F-base de L(G). Ja sabemos que o
conjunto ¢ linearmente independente. Da construcao de f; e g;, é imediato que A C L(G).
Resta-nos mostrar que o conjunto A gera £(G). Seja f € L(G). Logo, f € R. Do fato que
FUGU{l}, existem i € Ny, 7 € N, Ay, ..., \; € F ey, ...,y €F tais que

f=Xfo+..+ANfi+tmgn+.. .+ Yi9;-
Sem perda de generalidade, suponha que \; # 0. Assim,

= o) = o) bl
i=p(f) = =
g g —vp(f), sei>1.

Como —vp(f) <, pois f € L(G), segue que

1 <. (2.6)
Também, sem perda de generalidade, suponha que 7; # 0. Assim,

m; =o0(g;) =o(yigr+ ... +7;9;) =o(f — Nofo+ ... + Xifi)).

Agora,

0, se vo(f) >0

—vg(f), sewvg(f) <D0.

Disto e do fato de f estar em L(G), segue que o(f) < m. Lembre que, por construgao,

o(fi) < l; para todo ¢ € Ny. Consequentemente, o(Xgfo + ... + A f;) < l;. Portanto,

mj =o(f —Xofo+ ... +Aifi))
< max{o(f),0(Xofo+ ... + Nifi)} (2.7)

< maz{m,l;} = m.
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Das equagoes 2.6 e 2.7 nos mostram que A gera £(G). Assim sendo,

=({+1)+#{g; : m; <m}
Agora, l; < m nos diz que existem exatamente (m — g) elementos no conjunto {g; :
m; < m}. De fato, existem exatamente (m — g) elementos m;, maiores que 1 e menores

ou iguais a m (tiramos as ¢ lacunas). Portanto,

((G)=(I+1)+(m—g)=deg G+1—g.

O
Corolario 2.26. Se G =IP +mQ e l;] < m entao
(W —-G)=0
onde W é um divisor canonico.
Demonstracao. Segue da proposicao 2.25 e do teorema de Riemann-Roch. O

Observacao 2.27. O resultado do corolario anterior jd era conhecido sempre que 2g—1 <
l+m. O coroldrio anterior nos diz que podemos ter l+m < 2g—1, mas ainda (W —G) = 0

se lg <m.

Agora vamos fazer uma aplicagao aos Cddigos Geométricos de Goppa, para
c6digos bi-pontuais.
De agora em diante, vamos trabalhar com F = F,.
Sejam P, ..., P, pontos IF,-racionais de X, diferentes dois a dois e diferentes de P e Q.
Consideremos m € N. Seja a € N tal que m, < m < mgi1.

Considere, o morfismo de IF,-algebras

@ . <f0,f1,...>@<gl792,...> — FZ

Para [ € N, sejam
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Ly = (fo, - fi) ® (91, -+, Ga) »
By = (L),
Cy:= Ei-.
Logo, existe N € N tal que EFy = E; e Cy = () para todo N < [. Assim,

Para [, s € N; sejam

c(s) = maz{o(fo),....o(fs)}
N(l,m) ={(,j) eNe:i+j=1+1ea(f;)+c(j) <m+1},
v(l,m) =#N(l,m).

Mais adiante exploraremos as propriedades das fung¢oes numéricas c(s) e v(l,m).

Admita que
N(l,m) ={(t1,J1), -, (0, J2) }

com i1 < ... <1y € J1 > ... > Jp.

Por outro lado, para y € F} recordemos que

w(y) > posto (S(y)),

onde S(y) = (si;(y) = y.(hixhj) : 1 <4,57 < N) e h; = ¢(f;) (ver referéncia [14] Lema
4.7)
Fixemos [ € N tal que

[+1<N.

Agora estamos prontos para provar um resultado de fundamental importancia na deter-

minacao de uma cota para a distancia minima do cédigo .

Proposicao 2.28. Se y € (/\Cj11 entao

w(y) > v(l,m).
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Demonstragao. Seja (iy, j,) € N(I,m).

Primeiramente, vamos mostrar que s;,;,(y) = 0 se t > v > u > 1. De fato, como

(u, ju) € N(I,m) entao
se v > u. Em outras palavras,

iu+ Jo > Leo(fi, f5,) > o(fi,) +o(f;,) >m

se v > w. Logo, fi. fj, € L se v > u. Isto nos mostra que ¢(f;, fj,) € By se v > u e

portanto,
Siviu(Y) = y-0(fi, f5,) = 0,
pois y € (.

Agora, vamos mostrar que s;,;, (y) # 0. Neste caso, recordaremos que

Isto nos mostra que f;, fj. € Li41\L;. Assim, existem \j4q € F; e f € L; tais que

Jiudju = Ng1fia + I

Logo,

Sivjuy) = y-0(fi. f.)
= Ny fisr) + y-o(f)
= A1y firr) # 0
pois y ¢ Ciiq e A\jyq # 0.

Para finalizar, vamos mostrar que
posto(S(y)) > t.

Aplicando operagoes elementares sobre a matriz S(y), primeiro coloque as linhas iy, ...7;
como as t primeiras linhas e em seguida coloque as colunas j;,...J;1 como as t primeiras

colunas. Assim, temos que
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$ige () S () Sup(y) s (V)
Sioge (y) Siggi—1 (y) “r 0 Sigge (y)

S(y) = (sij(y)) ~
Sz‘tfljt(y) Sz'tfljtfl(y)
Sitjt(y)

Se y € C4\Cy41, dos dois pardgrafos anteriores segue que

0 0 e 0 Si1j (y)
——
£0
0 0 o Sipg(Y)
——
£0
Sy) ~
0 Siy_1je—1 (y)
———
£0
Sy <y>
— —

#0

Portanto,

]

Note que o morfismo ¢ : R(P, Q) — Fy é sobrejetor pois ¢|gp) ¢ sobrejetor. Assim,

Ey =T} e Cy = {0}. Logo, podemos fazer a seguinte definigao.

Definigao 2.29. Sejam I, m € N tal que [+1 < N. O nimero d(l,m) é chamado de cota

ordem fraca onde

d(l,m) := Min{v(r,m) :r > 1}.

Vamos examinar o conjunto N (I, m). Primeiro, vamos fixar o conjunto das lacunas de
P por
GP)={lL < .. <l,}.
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Recorde que ja definimos o conjunto das lacunas de ) por

G(Q)={l, <..<l}

Observe que
v(l,m) <l+2.
De agora em diante, considere
l,g <m.
Assim, (i,j) € N(I,m) sempre que i + j =1+ 1 e i € H(P). De fato, neste caso
o(fi) +cj) =0+c(j) <1, <m.

Portanto, para determinar N (I, m) basta verificar se o par (;,[ + 1 —1;) € N(I,m) para

todo Il; < [. Disto, concluimos que

v(l,m) =14+2—#{; <1:(;,1+1—1) ¢ NI,m)}. (2.8)

Para podermos formalizar o que dissemos acima, lembre que Kim [13] mostrou a
existéncia de uma permutacao 7 de {1,...,¢g} tal que (li,l;(g)) € H(P,Q) onde l;(i) =
min{s : (l;,s) € H(P,Q)}. Entao

I'(P,Q) = {(ll,l;(l)), Sy (lg7l;(g))}'
O estudo de N(I,m) passa, primeiro, pelo estudo de ¢(s). Lembre que
c(s) = maz{o(fo), ..., o(fs)}-
Esta fungao tem as seguintes propriedades:
(1) c(s) = m‘m{l;(i) i < s}
(2) c(s) = l;] se s>l
(3) (1) =L y;

(4) ¢(s) é ndo decrescente: c(s) < c(s') se s < 5.
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Agora, para | € N e m € Ny definimos:
B(l,m) ={l, e G(P): ;i <lely+c(l+1—1)>m+1}
b(l,m) := #B(l,m).
A funcao b(l,m) tem as seguintes propriedades:
(i) 0<0(l,m) <g;
(i) b(1,0) =gsel >l

0 se 2., <m+1;
(iii) b(1,m) = T
1 se 2l7(1) >m+ 1;

(iv) b(l,m+ 1) < b(l,m) < b(l+1,m).
E imediato da definicdo de b(l,m) e da equagao 2.8 que
v(l,m)=1+2—=0b(,m).

Portanto,
d(l,m) = min{v(j,m):j>1}
=min{j +2—b(j,m);j >}

Como b(j,m) < g para todo j > 1, temos que
j+2—=0b(j,m)>j+2—g>1+2—-5b(,m)
sempre que j > [+ g — b(l,m). Isto nos mostra que
d(lym) =min{j+2—b(j,m): 1 <j<Il+g—>b(l,m)}.

Com o objetivo de ver o cédigo C; como um coédigo de Goppa, note que a prova da

Proposicao 2.25 nos mostra que
L, = L(IP 4+ mQ),

e portanto,
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Cg = CQ(D, [P+ mQ) (29)

Desta forma, assim como fizeram Hgholdt, Van Lint e Pellikaan, podemos comparar
d(l,m) com dg(l,m) =1+ m — (29 — 2).

Agora, vamos enunciar o teorema principal deste capitulo.

Teorema 2.30. O nimero d(l,m) é uma cota inferior para a distancia minima de Cy,
1sto €,

d(Cy) > d(i,m).
Demonstracao. O teorema é consequéncia direta da definicao 2.29 e da proposicao 2.28.

]

Teorema 2.31. Seja G =[P +m( tal que llg >m el+m <n. Entao C := Cqo(D,G) #

{0} e
d(C) > d(l,m).

Além disso, se d(l,m) = j+ 2 — b(j,m), para algum j onde |l < j <1+ g —b(l,m) e
m < 2g+ (j —1) —b(j,m) entao

d(C) > d(1,m) > da(l,m).

Demonstragao. A condigdo [ +m < n nos mostra que o morfismo ¢|z, ndo é sobrejetor.
Assim, I G F}! e portanto, C; # {0}. A condicao l'g < m implica que C' = C; (ver equagao
2.9) e d(C) > d(I,m) pelo teorema 2.30.

Agora, das condigbes d(I,m) := j+2—=0b(j,m) e m < 2g+ (j — 1) — b(j,m) é imediato
que d(I,m) > dg(l,m). ]

Corolario 2.32. Considere o codigo C' do Teorema 2.31. Se k = dim C, entdo
k=n—{G).
Demonstra¢ao. Como C é o dual de Cr(D, G), entéo

k=n—dim Cc(D,G).
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Por outro lado, Goppa mostrou que
dim Cp(D,G) =U(G) — (G — D) ={(G)
pois deg G =1+ m < n =deg D. Logo,
k=n—{G).
O

Corolario 2.33. Considere o codigo C do Teorema 2.31. Se d denota a distancia minima
de C, entao

dilm)<d<n—k+1=1+2+(m—g).

Em particular, quando d(l,m) =1+ 2 temos
[+2<d<Ii+2+(m—g).
Se além disso, m = g entao o codigo C é MDS.

Demonstragao. A desigualdade d(I, m) < d segue do teorema 2.31. Agora, a desigualdade
d < n—k+1 é conhecida (Cota de Singleton). J4 a igualdade n —k+1 =142+ (m —g)
segue do Corolario 2.32 e da Proposicao 2.25. O

Observacao 2.34. O Coroldrio 2.33 nos fornece um caminho a ser sequido na busca por

codigos MDS.

2.4 Semigrupo

Definigao 2.35. Um subconjunto A de N3 é chamado semigrupo numérico se (0,0) € A

e se A € fechado para a adicao.

Os elementos de Ny\A s@o chamados de lacunas e os elementos de A de nao lacunas.
O ndmero de lacunas é denotado por g = g(A) e é chamado de género de A.
Observe que se g < 00, entao existe n € A tal que z € A se x € Ny e x > n. Nesse caso, o

menor n € A tal que {z € Ng;z > n} estd contido em A é chamado de condutor de A e é
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denotado por ¢ = ¢(A). Assim, se g > 0, observe que ¢ — 1 é a maior lacuna de A.
Observe também que se A é um semigrupo com g lacunas e condutor ¢ entao, g = 0 se, e
somente se, c =0 e quando g > 0 temos quec > g+ 1leA={z eNy:x>¢g+ 1} U{0}

se, e somente se, c = g + 1.

Definicao 2.36. Dizemos que um semigrupo numérico A € finitamente gerado se existe
um subconjunto A = {ay,...,a;} de A tal que para todo x € A, existem Ay, ..., \y € Ny tais

que T = 25:1 Aia;. Assim, dizemos que A € gerado por A e denotaremos A = (A) .

2.4.1 Semigrupo de Weierstrass

Seja X uma curva sobre F de género finito g, [F finito, e sejam @)1, ..., ),,, pontos F-racionais

de X, distintos dois a dois. O conjunto

H = H(Qi,...,Qn)
= {a=(a1,....,an) ENG : 3f € F(X) com (f)oo = Y 1oy @iQi},

¢ um subsemigrupo de (N, +) e é chamado de semigrupo de Weierstrass de X em

Q1, ..., Qm. Os elementos do complemento G = G(Q, ...,Q,,) de H em N sdo chama-
dos de lacunas de Weierstrass de X em 1, ..., Q),,. Tais conjuntos tem as seguintes

caracterizagoes(ver referéncia [4]):
e ac H« ((a)=/((a—e;)+ 1 paratodoi=1,..m;
e ac (& existei €{1,....,m} tal que {(a) = {(a — &);

onde #F > m, e; denota o vetor em N[’ com 1 na i-ésima posicao e 0 nas demais,
l(a) = dimpL(a) = L{a1Q1 + .. + amQm) = {f € F(X)" : (a1Q1 + .. + amQn) + (f) =
0} u{0}.

A partir de agora estamos interessados em estudar o semigrupo de Weierstrass sobre
dois pontos F-racionais.

Sejam p e o sao fungoes peso fraco sobre uma F-algebra R.
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Observagao 2.37. A condi¢ao (6) da defini¢ao 2.2 implica que o subconjunto A =
{(p(f),a(f)): f € R} éum semigrupo numérico chamado de semigrupo de p e o.
Em particular, se tomarmos p = —vg, e 0 = —vg,, como visto na descricao 2.2 e 2.5,

entao A é chamado de semigrupo de Weierstrass de @1, Qs.

Definigao 2.38. Dizemos que p e o sio bem comportadas se #(N2\H) € finito, neste

caso dizemos que o conjunto possui genéro finito, e U, NU, = TF.

Desta forma podemos realizar uma identificacao dos conjuntos H e A da seguinte
forma. Seja p e o sao duas fungoes peso fraco normais bem comportadas definidas sobre

uma [F-4lgebra R. Entao
H =H(PQ)

={(p(f),o(f)) NG f € R,
=H(p,0)

Generalizando a defini¢ao do conjunto H = H(S), para algum S C R como sendo

H(S) = {(p(f),o(f)) : f € 8} CNg
onde S* := S\{0}.

Exemplo 2.39. Seja K o corpo de funcgoes algébricas de uma variavél sobre F, tal que F
¢ o corpo cheio de constantes de K. Para um lugar S € K, seja Og o seu anel local em
S e vg que corresponde a valorizacao. Seja P, Q) dois lugares distintos de K. Considere

uma F—dlgebra R C K e defina

—00 se =0,
s(f)=40 se vp(f) >0,
| —on(f) se op(f) <0

—00 se f=0,
§(f)=40 se vg(f) =0,
—ug(f) se vg(f) < 0.

Seja s e & sio as normalizacoes de < e & respectivamente. Se R = R(P,Q) :=

\

NsxprOs, entao s e & sao fungoes ordem fraca bem comportadas sobre R.
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Dado a = (ay,az) e b = (by,be) € N2, a menor das cotas superiores de a e b é definido

co1m

lub(a,b) := (max{ay, by}, max{as, bs})
Lema 2.40. Seja f € R* e g € U,\F. Entao existe A € F tal que p(f(g — ) < p(f).

Demonstragdo. Da propriedade que caracteriza peso fraco, temos que p(fg) < p(f)+p(9),

mas g € U,\F o que implica p(g) = 0, dai p(fg) < p(f). Se p(fg) = p(f), pela propriedade
(IV), temos que existe A € F tal que p(f(g— X)) = p(fg — fA) < p(f). O

Lema 2.41. Seja f,g € R*. Seja a := (p(f),0(f)) e b := (p(g),0(g)). Entdo existem
A po€ {0,1} tal que
lub(a,b) = (p(Af + ng), o(Af + pg)).

Em particular, se f,g € S C R e S € fechado sobre adigdo, entao lub(a,b) € H(S).

Demonstracao. Vamos dividir a prova em duas partes.

(i) Se a = b implica que p(f) = p(g) e o(f) = o(g)

lub(a,b) = (max{p(f),p(g)}, max{o(f),o(g)})
= (p(f), a(f))
= (p(1.f+0.9),0(1.f +0.9)) = a

e andlogo para o(g). Por outro lado, podemos assumir que p(f) < p(g). Se o(f) < o(g),

entao

tub(a, b) = (maz{p(f), p(9)}, maz{o(f),o(9)}),

como p(f) # p(g) e o(f) # o(g) temos pela propriedade (III) que
maz{p(f),p(9)} = p(f +9) e max{o(f),o(g)} = o(f +9),

logo lub(a,b) = (p(f +g),0(f +g))

(ii) Seja f,g € S C R, por hipdtese temos f + g € S, entao pela parte (i) e a definigao
de H(S), temos que lub(a,b) = (p(f + g9),0(f +g)) € H(S) O
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Proposicao 2.42. Se S C R € fechado sobre adi¢io e multiplicagao entao H(S) € fechado

sobre adicao.

Demonstragao. Seja a = (p(f),o(f)) e b = (p(g9),0(g)) com f,g € S*. Se a = 0, entdo
a+b=>be H(S). Os inteiros p(f), o(f), p(g) e o(g) sao todos positivos, isto é, f,g €
M, (M, entiio pela propriedade (VI), temos p(fg) = p(f) +p(g) ¢ o(fg) = o(f)+0(g),
assim

a+b=(p(f)+plg),0(f)+0(g) = (p(fg),o(fg)) € H(S),

pois S é fechado sobre a multiplicagao.

Assuimindo que p(f) > 0 e o(f) = 0, temos trés possibilidade.
(a) Se p(g9) =0e a(g) > 0, entao

= (o(f) + p(9), o(f) + o(9))
= (max{p(f), p(9)}, max{o(f),a(9)})  aplicando(I1I)
= (p

(f+9),0(f+9)
= lub(a, b)

a+b

Assim pelo lema 2.41, teremos que lub(a,b) € H(S).
(b) Se p(g) > 0e o(g) =0, entao

a+b=(p(f)+p(9),0(f) +0(g)), como p(g) > 0 e p(f) > 0 implica que f,g € M,,
e por (VI) segue que p(f) + p(g) = p(fg), onde fg € S.
Por outro lado, o(fg) < o(f)+0(g) o que implica o(fg) < 0 e assim o(fg) = 0, logo

o(fg) = o(f)+a(g) e portanto a+b = (p(f)+p(9),0(f)+0(9)) = (p(f9).0(f9)) €
H(S).

(c) Se p(g) >0ec(g) > 0 entao
a+b=(p(f)+p(g),0(f)+0(g)), como p(g) >0 e p(f) > 0 implica que f,g € M,,
por (VI) segue que p(f) + p(g) = p(fg), onde fg € Sea(fg) <o(f)+0o(g) =0o(g)

mais ainda o(fg) = o(g). Com efeito, vamos supor que o(fg) = 0, sabemos que
feU, e ge M,, ouseja, o(f) =0ea(g) >0, como o é fungao peso fraco, temos
por (VI) que 0 = o(fg) < o(f) + a(g) = a(g), isto é, 0 < o(g) contradigao. Assim
a+b=(p(f)+p(9)0(f) +0(9)) = (p(f9),0(f9)) € H(S).



Cadigos de Avaliagao 65

Corolario 2.43. Seja R’ é uma F-subdlgebra de R. Entao H(R') € um semigrupo.
Demonstracao. Consequéncia direta da proposicao 2.42. O

No que segue iremos associar os conjuntos com o semigrupo H = H(R) :
H,:={(m,0)e H}, H,:={(0,n) € H},
e suas projecoes
H,:={m:(m,0)€ H}, H,:={n:(0,n) € H}.

Para n € Ny, o conjunto

zp(n) :=min{m € Ny : (m,n) € H} e yu(n) :=min{m € Ny: (n,m) € H}.

Lema 2.44. Se yy(n) > 0, entdo xg(yu(n)) =n > 0. Se xg(n) > 0, entdo

yu(xg(n)) =n > 0.

Demonstracao. Seja f € R* tal que p(f) =neo(f) =yu(n). Pela definicao zy(yy(n)) =
min{m € Ny : (m,yu(n)) € H} <n = p(f).

Vamos supor por absurdo que xg(yg(n)) < n. Assim se p(g) < n e o(g) = yu(n), para
algum g € R, pela propriedade (V), temos que existe A € F tal que o(f — \g) < o(g) =
yu(n), assim p(f — A\g) = p(f) = n, absurdo, pela minimalidade de xg(ygy(n)), logo
n=axg(yg(n)). O

Lema 2.45. Se (z,y) e (z',y) € H(P,Q) com x> ey > 1, entdo existe um elemento
(x,0) € H(P,Q) com § < y.

Demonstragao. Seja f e g sdo fungdes meromorficas satisfazendo (f)o, = P + yQ e
(9)s = = P + yQ. Entdao podemos escolher sutilmente niimero complexos a e b tal que

(af +b9)oo = P +Q, com 6 < y. Assim (x,0) € H(P,Q) com § < y. ]
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Lema 2.46. Sejam x € G(P) e yg(z) = min{y; (z,y) € H(P,Q)}, entio (v,yn(z)) ¢
H(P,Q) para todo v < z, sendo este x = min{~; (v,yu(x)) € H(P,Q)}.

Demonstracdo. Note que yg(x) > 1 desde que x ¢ H(P). Suponha que (2, yg(x)) €
H(P,Q) para algum z' < z. Entao, pelo lema 2.45, existe um inteiro § < yy () tal que
(x,6) € H(P,Q), o qual contradiz a minimalidade de yg (). O

Coroldrio 2.47. Sejan € G(H,) se e somente se yg € G(H,). Em particular, o semi-

grupo H, e H, possuem o mesmo género.

Demonstragao. Pelo lema 2.46 implica que yg(z) ¢ H(Q) e que yy(x) # yu(7y), para x #
7. Assim o conjunto {yy(z);z € G(P)} estéd contido em G(Q) que possui cardinalidade g

entretanto é a mesma de G(Q). O

Consideremos agora os seguintes subconjuntos de H :

T = T(H) = {(m, yu(m)) : m € GHL)} = {(zn(n),n) : n € G},
I =T(H) = {(m,yu(m)), (xg(m),m) :m € No} =T UH, U H,
Note que T estd bem definido, isto decorre do lema 2.44. O proximo resultado nos fornece
uma boa descricao do semigrupo H.

Proposicao 2.48. H = {lub(a,b);a,b € I'}

Demonstracdo. Dividiremos a prova em duas partes.

(i) Scjam a,b € H(R), f,g € R tais que a = (p(f),0(f)) ¢ b = (p(g), a(g)), pelo
lema 2.41 existem A\, pu € {0,1} tal que lub(a,b) = (p(Af + ug),oc(Af + ng)), temos
lub(a,b) € H(R).

(ii) Paraa € H, a = (a1, as), podemos escrever a como sendo a = lub((ay, yg(a1)), (rg(az), az)).
De fato, temos que a; € ﬁw ou aj ¢ Fz e as € Fy ou ag ¢ Fy. Disto, temos quatro

possibilidade.

(a) ay € Hy e ay € Hy, entdao maz{a, xg(az)} = a1 e max{yg(ai),as} = as, segue da

minimalidade de xy(az) e yy(a).
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(b) a1 & H, e az € H,, entdo maz{ay,zg(az)} = ay, pois a € H implica que zx(az) <

a; e maz{yy(ay,as)} = as, pois a € H o que implica yy(a;) < as.
(c) a1 ¢ H, e ay ¢ H,, andlogo ao caso (a).
(d) a; € H, e ay ¢ H,, andlogo ao caso (b).
Logo, lub((a1,yu(az)), (xr(a1), a2)) = (a1, a2) = a O
Para todo @ € H tome um elemento ¢, € R* tal que (p(¢a),0(pa)) = a, e o conjunto
B:={¢,:a€cT}.
Proposicao 2.49. O conjunto B é uma base de R como um F-espago vetorial.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos provar que o conjunto B ¢ linearmente indepen-

dente.

Sejaa #b el e g, o, € R tal que a = (p(da),0(da)) € b= (p(¢p),0(¢p)). Entdo a e b
nao pertencem a mesma linha ou coluna, ou seja, p(d,) # p(dp) ou o(¢) # o(Pp). Vamos

supor que exista «, 8 € F* tal que a¢, = B¢y,. Assim,

plada) = p(Bes)

e pela propriedade (II)

p(ba) = p(ds).

Anélogamente, concluimos que o(¢,) = o(¢y) desta forma teremos um contradicao.
Iremos agora provar que um subconjunto finito B = {¢g,, ..., ¢, } de B é linearmente
independente. Com efeito, considere a; # a;, se i # j, como a; € I', V 1 < i < n, isto
implica que existe ¢,, € R* tal que a; = (p(¢q,),0(¢a;)), para todo 1 < ¢ < n. Tome
p(¢a;) # P(Pa;) € 0(¢a,) # 0(¢a,), se i # j. Existem \; € F, com 1 < i < n, tais que

Aday + oo + Anha, = 0.
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Suponha, sem perda de generalidade, que A, # 0. Assim,

)\1¢a1 + ...+ )\n—lqsan,l - Anqban)

Isto quer dizer que existe k € {1,...,n — 1} tal que \; # 0 e aplicando p teremos

P()\1¢a1 + ...+ An—l(ban,l) = p()\n¢an) = p(Ak¢k) = p()\n(bn)

pela propriedade (II) de ordem fraca, temos

p(dk) = p(en),

contradicao.
Passaremos a provar que o conjunto B gera R, tome f € R*. Vamos primeiramente assumir
que o(f) = 0 e utilizar indugao sobre p(f). Se p(f) = 0, entdo segue o resultado, pois
a=(p(f),o(f)) =(0,0) o que implica a € U, NU, =T.
Se p(f) = k > 0, tome ¢, € T com a = (p(@a), 7(6a)) = (k,0), como p(f) = p(@s) existe
A € F tal que ou

Ao — f=0edal A\p, = f

ou pela propriedade (V) de ordem fraca temos

p(f_)‘gba) < p(f) =ke U(f_AQba) = 07

pois a(f) =0 = 0(pa) = 0(Apa). Assim, o(f+ (=Ada)) < maz{o(f),o(Aps)} e dai temos
o(f — Apq) = 0. Pela hipdtese de indugao, todos os elementos g com o(g) =0 e p(g) < k

sao geradores de B, logo f pertence ao conjunto de geradores de B.

O caso geral, segue quando o(f) > 0, entdo aplicando indugao sobre o(f). Vamos
assumir que p(f) =k > 0. Se o(f) = 0 entdo a = (p(f),o(f)) = (k,0) e retornamos ao
caso anterior. Se o(f) = ¢ > 0, tome ¢, € R com b = (p(és),0(¢p)) = (k,c) € H. Pela

proposicao 2.48, existem ¢y, ¢. € R* tais que (p(dr), 0(dc)) = (k,yu(k)) e (p(odr), 0(Pe)) =
(xg(c),c). Pelo lema 2.41, existem A, u € {0,1} tal que

(k,c) = lub((k,yu(k)), (xm(c),c)
= (p(Adr + pde), o( Ay, + picpe))
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Como o(f) = ¢ = a(Apg + uo.), pela propriedade (V), existe Ay € F tal que
o(f — M(A\px + noe)) < o(f) = c. Pela hipdtese de indugao, todos os elementos g com
plg) = k e o(g) < ¢ sdo geradores de B e assim segue que f pertence ao conjunto de

geradores de B. n

Para (m,n) € N3 escrevemos A(m,n) := {(m,f) : £ < n}U{({,n) : £ < m} e seja

G(H) o conjuntos das lacunas de H.

Corolario 2.50. Temos

G(H) =] A()

a€l

Demonstragdo. Se (m,n) € A(a), para algum a € I' onde a = (m,yy(m)) ou a =
(zu(n),n) e n € G(H,), m € G(H,), admita sem perda de generalidade que a =
(m,yg(m)). Como (m,n) € Aa) == {(m,1);l < ya(m)} U{(l,yua(m));l < m}, entdo
temos que n < yy(m). De modo andlogo, concluimos que m < xy(n). Pelo corolério 2.47
e da definigao de yy e zy temos que (m,n) ¢ H o que implica que (m,n) € G(H).

Se (m,n) ¢ A(a) para todo a € T, entdo n > yy(m) e m > zy(n). Pela definicao de
rg € ym, temos que (m,yg(n)), (xg(n),n) € H e das desigualdades acima segue que

(m,n) = lub((m,yg(m)), (xg(n),n)) € H. O



Capitulo 3

Algebras munidas de Funcoes Peso
Fraco e Cdédigos de (Goppa

Bi-Pontuais

Neste capitulo, mostraremos que uma &élgebra munida de duas funcoes peso fraco bem
comportadas, é o anel de coordenadas de uma curva algébrica afim. Disto, poderemos con-
cluir que os codigos de avaliacao constuidos sobre estas dlgebras sao codigos geométricos
de Goppa Bi-Pontuais. Em alguns resultados deste capitulo utilizaremos de conceitos
importantes da algebra comutativa que poderao ser encontradas no apéndice A desta

dissertacao.

3.1 A Estrutura da Algebra R

Manteremos a seguinte notacao nesta segao, seja R é uma F—algebra e p e 0 duas bem
comportadas fungoes peso fraco de R. O semigrupo H, e H, sao finitamente gerados

desde que tenham género finito e escrevemos

H, = (my,..m,)

H, = (ny,..,ng)

70
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e definimos
I+ =D*(H) :=TU{(m,0), ..., (mn,,0),(0,n), ..., (0,n,) C H.

s . ’ / . ,
No proximo resultado veremos que dada uma sub-algebra R, o semigrupo que ela gera é

igual ao da algebra R.
Lema 3.1. Seja R =F[{¢,:a € Tt} C R. Entio H(R') = H(R).

Demonstracdo. E evidente que H(R') C H(R), pois R C R. Para termos a igualdade,
devemos recordar a proposigao 2.48 e o lema 2.41, que nos diz que H = {lub(a,b);a,b €
I'} e que lub(a,b) = (p(Af + pg),o(Af + pg)). Diante disto, é suficiente mostrar que
I' C HR), onde T = F'uH,U H,. E facil ver que [ C H(R'), pois segue da definicdo
de R'. Vamos provar que H, C H(R'). Se (m,0) € H, entdo m € H, e portanto existem

ai, ..., € Ny tal que m =37, a;m;. Assim o elemento
r
o =100 € R
i=1
Como m; > 0, segue que P(m, 0y € M,. Assim, se p(P(m,0)) = mM; teremos que

p(¢) = p(ITiz ¢?¢Zﬁi,o)) aplicando(VI)
=2 i P(qﬁ(oiiu,O))
= 22:1 i p(P(m;.0))

= ZLl Q1M

o(¢) =

Q

(L= ¢ 0) aplicando(V'I)
;‘:1 O-((b(();;i,g))

A
- M

Como ¢ # 0, segue que o(¢) = 0 e entdo (m,0) € H(R'). Analogamente, H, C H(R).
Como I'U H, U H, C H(R'), Logo H(R) = H(R). O

No resultado que segue, veremos que nio had uma subélgebra prépria R de R, que

tenha o mesmo semigrupo de Weiestrass de R.

Lema 3.2. Seja R' é uma F-subdlgebra de R. Se H(R) = H(R'), entio R' = R.
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Demonstracao. Vamos provar que R C R'. Tome f € R. Primeiramente consideremos o
caso onde o(f) = 0. Vamos escrever H, = {0 = hg < hy < hy < ...} e provaremos por
inducdo em p(f). Se p(f) =0 entdo f € U,NU, =F e assim f € F C R'. Por hipétese de
inducio assumimos que f € R" quando p(f) < hx, k > 0. Seja f € R tal que p(f) = hy e
o(f) =0. Tome f' € R tal que p(f') = hy e o(f') = 0. Pela propriedade (V), existe A € F
tal que ou f = Af' ou p(f — Af') < p(f) = hi e o(f — Af') < maz{o(f),o(=Af)} = 0.
Pela hipdtese de inducao temos que f — Af' € R’ e assim f € R'.

Vamos agora provar o caso geral por indugao em o(f), assumindo o resultado como ver-
dadeiro quando o(f) < k. Se o(f) = k tome f” € R’ tal que o(f"”) = k. Pela propriedade
(V), existe A € F tal que ou f = Af" ou o(f — Af") < o(f) = k. Assim pela hipétese de
inducao, segue que f — A\f” € R' e portanto f € R'. H

Abaixo apresentaremos um resultado importante para o nosso estudo, que trata da
estrutura da dalgebra e a partir dai conseguimos obter outros resultados relevantes na

identificacao com a teoria de curvas.

Teorema 3.3. A F-algebra R ¢ finitamente gerada sobre F, isto ¢€,
R=TF[{¢,:aeT"}

Demonstracdo. A prova segue como consequéncia direta dos lemas 3.1 e 3.2.

]

Lema 3.4. Seja R uma F—dlgebra e p uma fun¢do ordem fraca em R. Entao o conjunto

M, nao contém divisores de zero.
Proposicao 3.5. A F-algebra R é um dominio de integridade.

Demonstracao. Como p e o sao bem comportadas, aplicando o lema 3.4 teremos que o
conjunto de divisores de zero de R estd contido em U, NU, = F. Seja f,g € R\F e
suponha que p(fg) = 0. Fixando f € M,, se g € M, entdao 0 = p(fg) = p(f) + p(g) e
se g € U, entdao 0 = p(fg) < p(f) + p(g). Se agora fixamos f € U,, se g € M, teremos
0=p(fg9) < p(f)+ p(g). Em todos os casos teremos uma contradi¢ao e desta forma R é

um dominio de integridade. O
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Lema 3.6. Seja f € R* e [ = (f) € o ideal gerado por f. Os conjuntos H, U (N2\H(I))
e H, U (N2\H(I)) sao finitos.

Demonstragdo. Mostraremos que H, U (Nj\H(I)) é finito. Se f € F nao hd nada para
provar, pois H(R) = H([I). Suponha que f ¢ F. Escolha g € U,\F. Do lema 2.47, existe
A € F tal que 0 < p(fg1) < p(f), onde g1 = g — A1. Se p(fg1) > 0, podemos ainda
usar o lema 2.47 e encontrar go € R* tal que 0 < p(fg2) < p(fg1) e continuando deste
modo podemos encontrar g € R* tal que p(fg) = 0 com o(fg) = 0 ou o(fg) > 0. Se
o(fg) = 0, recafremos no caso ja estudado. Seja [, ¢ a maior lacuna de H,. Entdo para

todo m > o(fg) + 1, é seguro que a = (0,m) € H(I). De fato, se uma ¢ € R é uma
fungao tal que (p(¢),0(¢)) = (0,m — o(fyg)), entdo fgp € I = (f) e

(p(f99).0(fg0)) = (p(f9) + p(9),0(fg)+ ()
=(0,0(fg9) +m —0o(f9g))
=(0,m)=a€ H(I)
Dai H(I) é identificado com H, que ¢ infinito. Como p e o sdo bem comportadas, temos

#(NZ\H(I)) < oo e assim #(H, N (N2\H(I))) < co. A prova ¢ andloga para H,. O

Proposicao 3.7. Seja I C R, ¢ um ideal proprio de R. Entdo, como um espaco vetorial

sobre F, dimp (R/I) < #{a €T :a ¢ H(I)}. Em particular, esta dimensao é finita.

Demonstragao. Seja f € I, f # 0 e J = (f). Para cada a € I" tome um elemento
¢a € B, isto é, (p(¢a),0(¢a)) = a. Note que J C I e assim H(J) C H(I). Se a € H(J)
(respectivamente a € H(I)), tome ¢, € J (respectivamente ¢, € I). Como podemos ver

na proposicao 2.49, o conjunto B é uma base de R. Note que podemos reescrever I' como

sendo I' = H(I) U (I'\H(I)). Entao
dim(R/I) < #{¢s + I;a € I'}.
Seae€l'eae€ H(I), entdo ¢, € I e teremos que {¢, + I = I. Assim

dim(R/I) < #{¢.+1;a€l}
< #{¢a + [;a e T\H(I)}
< H#{¢a+ La € T\H(J)}
sendo que #(I'\H(J)) ¢ finito pelo lema 3.6. O
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Uma vez que, R é um dominio entao admite um corpo quociente, o qual denotamos

por K.
Teorema 3.8. O grau de transcedéncia de K sobre F € um.

Demonstracao. No Teorema 3.6 provamos que [F-algebra R é finitamente gerada sobre
F. Assim pelo teorema A.20, segue que o grau de transcedéncia de K sobre F ¢é igual a
dimensao de Krull de R.

Tome f € R* tal que f nao é invertivel. Tal elemento existe, basta tomarmos f € R\F.
Seja p o ideal primo minimal contendo f. Pelo Teorema A.10 entao ht p < 1, mas pelo

corolario A.11, teremos que ht p = 1. Assim, pelo corolario A.21, temos

dim R = ht (p) + dim (R/p)

onde dim destina-se a dimensao de Krull. Afirmamos que dim (R/p)= 0. Com efeito, a
proposigao 3.7 nos garante que R/p é um F-espaco vetorial de dimensao finita. Logo R/p
é artiniano e portanto a dimensao de Krull de R/p, denotado por dim (R/p), serd igual

a zero. Assim, obtemos que dim R = 1. O

Lema 3.9. Seja f € R* e I = (f) é um ideal gerado por f. Entao H(I)U {0} € um

semigrupo de género finito.

Demonstragao. Sejam a #b € 1" e @y, ¢y € B com a = (p(¢a), 0(da)) € b= (p(¢), o(¢s))
onde p(¢,) # p(op) ou o(d,) # o(ds). Note que, se ¢, — @, € I entao lub(a,b)e H(I). Com

efeito, pelo lema 2.41 temos

lub(a,b) = (p(¢a — ), 0(Pa — ®b))

e como I é fechado com relagao a adigao segue que lub(a,b) € H(I). Por outro lado, como
visto na proposicao 2.48, onde H = {lub(a,b);a,b € T'}, se tomarmos ¢, € I exceto para
um numero finito de elementos a € I', teremos pela justificativa acima que a maioria dos

elementos de H também pertence a H (). O

Lema 3.10. Seja f € R*. Entao existe g € M, tal que fg € M,
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Demonstragdao. Se f € F* entao p(fg) = p(g) > p(1) para todo g € M,. Assuma que
f ¢ F* e suponha que o resultado é falso, ou seja, p(fg) = 0 para todo g € M,,. Isto

implica que f € U,. Caso do contrério, isto ¢, f € M, e portanto
p(f?) = p(f-f) > p(f1) > p(1) =0

o que é um absurdo. Assim, p(fg) = 0 para todo g € U, pois
0<p(fg) <p(f)+pl9) =0+0=0

Portanto, p(fg) = 0 Vg € R*. Logo, I = (f) C U, e consequentemente o género de
H(I)U{(0,0)} ¢ infinito pois

H(I)U{(0,0)} € H(U,)

H(U,) ={(0,0(h));h € Uy}
tem género infinito. Isto é um absurdo, pois contraria o lema 3.12 O
Defina a aplicagao p: R — Z U {—o0} como seguinte:
—00 se f=0

min{p(fg) —plg): g€ M,} se f#0

No préximo lema provaremos algumas propriedades relevantes de p.

p(f) =

Lema 3.11. (1) p € bem definida e p(f) = p(fg) — p(g) para todo g € M, tal que
fg.€ Mp;

(2) Se f € M,, entio p(f) = p(f) > 0; se f €U,, entdo p(f) < 0;
(3) 3(f) = 0 para todo f € F*;

(4) p(fg) = p(f) + plg);

(5) B(f + g9) < maz{p(f),p(9)};
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Demonstragdo. (1) Sejam gi,9. € M, tal que fg; € M,. Entdo, pela propriedade

(VD) temos p(fg1) + p(g2) = p(fg192) < p(fg2) + p(gr) e assim p(fg1) — p(g) <
p(fg2) — p(g2). A igualdade é obtida quando procedemos de maneira anédloga para

fgs € Mp.

(2) Se f € M, implica que p(f) = min{p(fg) — p(9); g € My} = min{p(f) + p(g) —
p(g): g € M} =min{p(f);g € M,} =p(f)>0
Se f € Uy, entao p(f) = min{p(fg) — p(9); g € M,}. Sabemos que p(fg) <
p(f) +p(g) = p(g) e assim p(fg) — p(g) < 0 e portanto p(f) <0

(3) Se f € F* entdo p(f) = min{p(fg) — p(9); 9 € M,} = min{p(g) — p(g) = 0;9 €
M,} = 0.

(4) Sejam g, f € R*. Pelo lema 3.10, existem hy, hy € M, tais que hig, hafg € M,.
Fazendo h = hyhy temos que hg,hfg € M,. Entao

=p(fgh) — p(gh)+p(gh) — p(h)
=p(f)+n(g)

(5) Sejam f,g € R*. Pelo lema 3.10 existe h € M, tal que fh,gh € M,. Entao

p(f +9) =min{p((f +g)h1) — p(h1); h1 € M,}
< p((f +g)h) — p(h)
= p(fh+gh) — p(h)
< maz{p(fh), p(gh)} — p(h)
= maz{p(fh) — p(h), p(gh) — p(h)}
< maz{p(f),p(9)}

Defina agora as aplicacoes v, : K — Z U {oo} por:

w(3)- { I }ff;g
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v, 1 K — Z U {oo} por:
(f) 00 se f=0
Vo | =) =9 N
9 a(g)—a(f) sef#0

Proposicao 3.12. A aplicacao v, estd bem definida e € uma valorizagao discreta de K

sobre IF.

Demonstragdo. 1. A aplicacao v, estd bem definida, pois p(f) é bem definida (ver lema

3.11(1)).

2. v, (5) =00 & [ =0, segue da definigao de v,,.

3. Sejam i 7 € K7, entao
up (L) = lgh) = A1)
= plg) + p(k) — (p(f) + p(h))
= plg) — p(f) + p(k) — p(h)

4. Sejam f, g € F*. Assim,
U, (g) = p(g) — p(f) e pelo lema 3.11(3) temos que p(f) =0 e p(g) = 0. Dai segue
que Up(f) = 0.

5. Sejam f,g € R\U, = M,, tais que % € K*. Pelo lema 3.11(2), p(g) = p(g) > 0 e
p(f) = p(f) > 0. Como p(M,) = N tome f,g tais que p(g) = 2 e p(f) = 1. Dai

v (£) =1

6. SeJam L 2 E K. Assim,

a(+0) - (52)
= plgk) — p(fk + hg)
> p(gk) — max{p(fk), p(hg)}
= min{p(gk) — p(fk), p(gk) — p(hg)}
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Disto segue que v, (g + %) > min{v, (5) , U (%)}

Com isso provamos que v, corresponde a uma valorizagao discreta em K. O

Para um lugar S € K, sejam vg e Og as correspondentes valorizacao e anel de valo-
rizacao em K. Seja

S(R) = {S ePg:RC OS}

Proposicao 3.13. Sejam v, e v, valorizagoes associados aos lugares P e () de K res-

pectivamente. Entao

S(R) =Pr\{P,Q}

Demonstragao. Vamos supor que S(R) D Pk. Logo, P,Q € S(R) e assim temos que R C
Op. Entao U, = R. Com efeito, se f € R C Op, isto quer dizer que p(f) = —vp(f) <0,
o que implica que f € U,. Assim, R = U, e portanto M, = () e o semigrupo H(R)
pode nao ter o género finito. Analogamente para ), concluimos que P, Q) ¢ S(R). Agora,
vamos supor que S(R) U {P,Q} # Pg. Podemos aplicar para S(R) U {P,Q} o teorema
da aproximagao forte 1.38 para concluir que existe uma sequéncia infinita (hy, ho,...) de
fungoes em K tais que

Up<hi) = Uo(h,i) =1 €
vg(h;) > 0, para cada S € S(R).

Em particular, h; € Ngesr)Os e este anel é precisamente R, o fecho integral de R
sobre K (ver teorema 1.55), ou seja, R = Nges(r) Os.
A sequéncia (hy, hy, ...) é F—linearmente independente, pois v,(h;) # v,(h;) e v,(h;) #

vy (hj) se i # j e esta contida no F—espaco vetorial W, onde
W= {z € Rjv,(z) > 0 e v,(x) > 0}

Como as funcoes ordem fraca p e o sao bem comportadas, temos que WNR C U,NU, = F.
De fato, se + € W N R, entao v,(z) > 0. Logo, p(1) > p(x) e portanto x € U, e
andlogamente, x € U,. Logo, W N R = {0}, pois zero é o unico elemento de F em W.
Agora, note que

WCW+RCR
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e consequentemente, como RNW = {0}, segue que

Portanto,

Mas, pelo Teorema do Fecho Integral A.22, esta ultima dimensao é finita o que nos dd uma
contradigao. Portanto S(R) = Px/{P, @}, o que implica que R é um anel de coordenadas

de uma curva algébrica afim com exatamente dois lugares de grau um no infinito. O]
Em suma o que vimos anteriormente serd agora enunciado em forma de teorema.

Teorema 3.14. Seja R é uma F-dlgebra admitindo dois bem comportados pesos fraco p

e 0. Entao

(1) R € um dominio de integridade e corpo quociente K é um corpo de fungdes algébricos

de uma varidvel sobre F;

(2) Entao existe dois lugares P,Q € Pk tal que p e o sao derivadas das valorizagoes

associadas a P e ) através do procedimento indicado na exemplo 2.39;

(3) R = Nsepi\(p.q}Os-

Seja R uma F,-dlgebra com duas funcoes peso fraco. Do teorema 3.13, temos que R
¢ um anel de coordenadas afim de uma curva algébrica X, definida sobre F,, com dois
lugares P, () de grau um no infinito. Vimos também que R C R = ) SeS(R) Og. Assim
sejam P, P, ..., P, pontos [ -racionais dois a dois distintos sobre &', diferentes de P e Q.

Considere a aplicacao de avaliagao:

av: R — [y
o= (f(P), s f(P))
Sejam D = P+ P+ ...+ P, e G um divisor de K tal que supp G Nsupp D = (). Sabemos
que L(G) = {z € Ryvs(x) > —vg(G);V S € Pr}. Agora observe que dado =z € L(G),
como R C (gegr) Os, temos que vg(z) > 0, para todo S # {P,Q}. Logo vp(z) < 0

e vg(r) < 0 e como vp(z) > —vp(G) e vo(z) > —vg(G), temos que | := vp(G) > 0 e
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m = vg(G) > 0. Assim, P,Q € supp (G). Mas LIIP+mQ) ={z € R:p(z) <, o(x) <
m e vg(x) > 0, VS # {P,Q}}, entdo, segue que L(G) = L(IP + m(@). Como R possui
uma F-base e £(G) C R, temos que os elementos da base de R formam uma base para

L(G). Assim L(G) = (fo,..-f1) ® (g1, ..., ga) € portanto
E, = av(L(G)) = av(L(IP +mQ)) = C(D,IP+mQ)

Portanto, podemos concluir que os cédigos de avaliagao construidos sobre algebras com

funcao peso fraco sao codigos de Goppa bi-pontuais.



Apeéendice A
Nocoes de Algebra Comutativa

Neste apéndice estaremos apresentando as nocoes de algebra comutativa que foram uti-
lizadas ao longo desta dissertacao, para maiores esclarecimento consultar, as seguintes

referéncia [5] e [10].

A.1 Anéis Noetherianos e Artinianos

Definicao A.1. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que um A-médulo M
¢ noetheriano (resp. artiniano) se toda cadeia ascendente (resp. descendente) de

submodulos de M € estaciondria, isto €,
M, C M, C...C M, C .. entao existe ng € N tal que M, = M,,, para todo n > ng

(resp. My 2 My D ... 2 M, D ... entao existe ng € N tal que M,, = M,,, para todon < ng).

Se M = A ¢€ noetheriano (resp. artiniano) entdo dizemos que A é um anel noethe-

riano (resp.anel artiniano).

Corolario A.2. Se A é um anel noetheriano (resp. artiniano) e I € um ideal de A entdo

A/I é um anel noetheriano (resp. artiniano).

Sejam A um anel, I um ideal de A e P um ideal primo de A. Dizemos que P é um
ideal primo minimal de I se P é um menor ideal primo de A que contém I. No caso em

que I = (0), dizemos que P é um ideal primo minimal de A.
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Proposicao A.3. Se A € um anel noetheriano entdo A possui um nimero finito de ideais

PTIMOS MINIMAiLS.

Proposicao A.4. Se A € um anel artiniano entdo todo ideal primo de A é maximal.

Majis ainda, o numero de ideais maximais de A € finito.

Teorema A.5. A ¢ um anel artiniano se, e somente se, A € um anel noetheriano e cada

ideal primo de A é mazimal.

Teorema A.6 (Teorema da Base de Hilbert). Se A é um anel noetheriano entdo o anel

de polinomios A[X] é um anel noetheriano.

Corolario A.7. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se A é noetheriano entao A[Xq, ..., X,]/1

também € noetheriano.

A.2 Teoria da Dimensao

Definicao A.8. Sejam A um anel e I um ideal de A.

1. A dimensao de Krull de A (ou simplesmente dimensao de A), denotada por dim

A, € definida como o sendo o supremo do comprimento das cadeias de ideais primos

de A, isto ¢,

dim A = sup{n € NJ3Fy C P, C ... C P,, P, € Spec(A)}.

2. Se I é um ideal primo de A, definimos a altura de I, denotado por ht(I), como
sendo o supremo do comprimento das cadeias de ideias primos de A que terminam

em I, isto €,
ht(I) = sup{n e N|3Py C P, C ... C P, =1, P, € Spec(A)}.
Em geral, a altura de um ideal I de A é dada por:
ht(I) = inf{ht(P)|P é ideal primo minimal de I}.

Exemplo A.9. 1. A € anel artiniano entdo dim A = 0;
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2. Se A =7 entao dim A = 1;
3. Se A ¢ finito entao dim A = 0;
4. Se A= K[X1,Xs,...], com K corpo, entao dim A = cc.

Teorema A.10 (Teorema do Ideal Principal). Se z1,xs,...,x. € R e P C R € ideal primo

minimal, contendo x1,xs, ..., Z., entdo ht(p)< c.

Corolario A.11. Seja R um anel de noetheriano e seja x um elemento de R o qual nao
¢ um dwisor de zeros ou uma unidade. Entao todo ideal primo minimal P de (x) possui

altura igual a 1.

A.3 Dependéncia de Integral

Ao longo desta secao, B|A denotard uma extensao de anéis, isto é, A C B e A é um

subanel de B.

Definigao A.12. Seja B|A uma extensao de anéis. Dizemos que um elemento x € B é
inteiro (ou integral) sobre A se x € raiz de um polinémio maénico com coeficientes em

A, isto €, se existem ay,...,a, € A tal que 2" + a1 2" + ... +a, = 0.

Um primeiro resultado que caracteriza um elemento inteiro sobre um anel é dado pela

seguinte proposicao.
Proposicao A.13. Dados uma extensio de anéis B|A e x € B, sao equivalentes:

1. = € inteiro sobre A;
2. Alx] = {g(2)|g(X) € A[X]} é um A-mddulo finitamente gerado;

3. FExiste um subanel C' de B tal que A C C, C' é finitamemte gerado como A-mddulo

exeC.
Segue, como consequéncia da proposicao anterior, os resultados abaixo.

Corolario A.14. Sejam B|A uma extensdo de anéis e x1,...,x, € B inteiros sobre A.

Entao o anel Alxy, ..., x,] € um A-mddulo finitamente gerado.
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Corolario A.15. Sejam B|A uma extensdo de anéis. Entao

1. Se x,y € B sao inteiros sobre A entdo x £y e x.y também sao.

2. A ={x € Bz é inteiro sobre A} € subanel de B que contém A. Tal anel é conhecido

como o fecho integral de A em B.

Definicao A.16. Sejam B|A uma extensio de anéis. Dizemos que B|A é uma extensdo
integral de anéis (ou B ¢ inteira sobre A) se para todo x € B temos que x € inteiro

sobre A. Se A = A entio dizemos que A ¢ integralmente fechado em B.
Corolario A.17. Seja B|A uma extensao integral de anéis. Entdo
dim B = dim A.

Definigao A.18. Sejam K C R uma extensao de anéis, Q = {y1,....,yn} C R e B =

K[Xy,...,X,] o anel de polinomios em n varidveis sobre K. Dizemos que:

1. O conjunto ¢ algebricamente independente (ou transcendente) sobre K se
satisfaz:
Dado G = G(Xy, ..., X)) € B tem-se que G(y1,...,yn) = 0 se, e somente se, G = 0.

Caso contrdrio, dizemos que é algebricamente dependente.

2. Um conjunto nao-vazio S C R € algebricamente independente sobre K se todo sub-

conjunto finito e nao-vazio de S € algebricamente independente sobre K.

Teorema A.19. Seja R = Klzy,...,x,| uma K-dlgebra finitamente gerada que € um

dominio. Entdo apenas uma das sequintes afirmacoes é verdadeira:

1. A dlgebra R é uma extensao algébrica finita de K e portanto R € um corpo (isto €,

R € um dominio que tem dimensdo de Krull igual a zero);

2. Ezisted € N com 1 < d <n eexiste N ={z,..., 24} C R tal que A € algebricamente
independente sobre K e K|z, ..., zq] C R € uma extensdo integral. Mais ainda, neste

caso a dimensao de Krull de R € d.

Uma relagao entre o grau de transcedéncia e a dimensao de Krull de uma F-4lgebra

finitamente gerada que é um dominio é dada no resultado abaixo.
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Teorema A.20. Se R € uma F-dlgebra finitamente gerada e além disso um dominio sobre
um corpo FF, entao

dim R = grau de transcedéncia R

Sendo que este € o comprimento de todas as cadeias maximais de ideais primos de R.

Se P é um ideal primo de um anel R entao definimos a dimensao de P, com notagao
dim P como sendo dim R/P e a codimensao de P, de notagdo codim P que é também
conhecida por ht P. Vejamos algumas consequéncias (nao todas naturais) deste resultado.

Aqui, uma F-algebra finitamente gerada que é um dominio é dito ser um dominio afim.

Corolario A.21. Se R é um dominio afim e P C R é um ideal, entao
dim R = dim P + codim P

Teorema A.22. Seja R um dominio afim sobre um corpo F. Seja K = K(R) e seja L
a extensao finita do corpo K. Se T € o fecho integral de R em L, entao T € finitamente

gerado R—modulo, em particular, T € ainda um dominio afim.



Apeéendice A
Curvas Algébricas

Neste apéndice estaremos apresentando as nogoes de curvas algébricas, para maiores es-
clarecimento consultar, as seguintes referéncia [15].

Seja F um corpo, denota-se por A™(F), ou simplesmente A" o produto cartesiano de
F, n vezes. A™ é conhecido como n - espago afim sobre F, os elementos de A™(F) sao
chamados pontos.

Seja F' € Flzy,...,x,], um ponto P = (ay,...,a,) € A™ é um zero de F' se F(P) =
F(ay,...,a,) = 0. Se F nao é constante, o conjunto de zeros de F' é chamado hiper-
superficie definida por F, que serd denotado por V(F). Uma hiper-superficie de A% ¢é
denominado curva plana afim.

Podemos generalizar este conceito, consideremos S um conjunto de polinomios de

Flx1, ..., z,], definimos
V(S)={P e A"|F(P)=0,VF € S}

Dado V/(S), podemos reescrever da seguinte forma V(S) = NpesV (F) e mais ainda
se S = {Fy,..., F.} podemos escrever V(Fy,..., F.). Um subconjunto X C A™(F) é um
conjunto algébrico afim, ou simplesmente um conjunto algébrico se X = V(S) para algum

S. Que safistaz as seguintes propriedades.

1. Se I é um ideal de F[z1,...,x,] gerado por S, entao V(S) = V(I) e todo conjunto

algébrico é igual a V(1) para algum ideal I.
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2. Se {I,} é uma colegao de ideais, entao V(Uyl,) = NaV(I,); somente a interse¢ao

de uma colecao de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.
3. Se I C J, entao V(I) D V(J).

4. V(FG) = V(F)UV(G) para algum polinémio F e G; V(I)UV(J) = V({FG|F €
I,G € J}), somente para um nimero finito a unido de conjuntos algébricos serd

também um conjunto algébrico.

5. V(0)=A"(F), V(1) =0 e V(zy —aq,...,xn — a,) = {as,...,a,} para a; € F. Assim

alguns subconjuntos finito de A”(FF) é um conjunto algébrico.

Para algum subconjunto X de A", consideremos polinémios que se anulam em todos
os pontos de X, este conjunto forma um ideal de F[xy, .., x,] que denominamos de ideal

de X, e escrevemos I(X)
I(X) ={F € Flzy,....,z,)||F(ay, ...,a,) = 0,Y(ay, ...,a,) € X}
Que sao validas as seguintes propriedades.
1. Se X C Y, entao I[(X) D I(Y).

2. I(0) = Fly,...,xzs), I(A") = (0) se F é um corpo infinito, I(as,...,a,) = (x1 —

A1,y Tp — ay) Va; € F.

3. I(V(S)) D S para algum conjunto S de polinémio e V(I(X)) D X para algum

conjunto X de pontos.

4. V(I(V(5))) = V(S) para algum conjunto S de polinémios e I(V([(X))) = [(X)
para algum conjunto X de pontos, assim se V' é um conjunto algébrico V- =V (I(V))

e se I é o ideal de um conjunto algébrico, entao I = I(V (1))

Definicao A.1. Se I ¢ um ideal de um anel R, definimos o radical de I, denotado por
Rad(I), como
{a € Rla" € I,n € Z,n > 0}
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Note que Rad(I) é um ideal e que Rad(I) D I, quando Rad(l) = I oideal I é chamado
de ideal radical.
Embora tenhamos que um conjunto algébrico definido para algum conjunto de po-

linémio, o fato é que um niimero finito é suficiente, veremos este fato no proximo teorema.

Teorema A.2. Todo conjunto algébrico é a intersecao de um niumero finito de hiper-

superficie.

Um conjunto algébrico V- C A™ é redutivel se V- =V, U V5, onde Vi, V5 sao conjuntos

algébricos em A" e V; # Vi = 1,2, caso contrario V' é dito irredutivel.
Proposicao A.3. Um conjunto algébrico V € irredutivel se e somente se I(V) € primo.

O objetivo é mostrar que um conjunto algébrico é uniao de um numero finito de
conjuntos algébricos irredutiveis. Se V é redutivel, podemos escrever como V = V; U
Vs, supondo que V, é redutivel escrevemos Vo = V3 U Vj e assim sucessivamente, o que

precisamos entao saber se este processo para.

Teorema A.4. Seja V um conjunto algébrico em A™(F). Entdao existe alguns conjuntos

algébricos irredutiveis, Vi,..., Vi, tal que V=V U ..UV, eV, ¢ V; Vi# j

Definicao A.5. i) Seja A um conjunto algébrico irredutivel, entio chamaremos de

variedade algébrica afim (ou simplesmente variedade afim).

it) Dado um variedade afim A, definimos o seu anel de coordenadas afim como
sendo

F[A] = Flxy, ...x,] /1.

iii) Dada uma variedade algébrica afim A definimos o corpo de fragoes racional de F[A],
denotado por F(A), como sendo o corpo de fragoes racionais de A. Os elementos

de F(A) sao chamados de fungoes racioanis.

Se A é uma variedade e F(A) é uma extensao finita de F, definimos a dimensao de
A, como sendo o grau de transcedéncia [F(A) : F] = n. Uma variedade de dim A = 1 ¢

chamada de curva algébrica afim(ou simplesmente curva afim).
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Agora, considere uma variedade afim A e P um ponto de A. Observe que se H (z1, .., x,)+
I = H(xy,...,x,) + 1 entdo H — H € I e portanto H(P) = H(P). Assim, dado h =
H(zy,...,x,) + I € F[A] podemos definir: h(P) = H(P). Logo o conjunto,

Or(4) = { L e Fa)| g € FLA ¢ o) 20}

é um anel local que tem como corpo de fragoes o proprio F(A) e ideal maximal

f
Me() = { L e B 1y € FLAL 1) =0 e 9(P) £0
Definigao A.6. Seja X uma curva algébrica definida pelo polinomio F € Flz,y|. Seja
P um ponto desta curva. Dizemos que o ponto P é um ponto nao singular se pelo menos
uma das derivadas parciais de F aplicadas neste ponto € nao-nula, ou seja, F,(P) # 0 ou
F,(P) # 0. Se todos os pontos da curva forem ndo singulares dizemos que a curva € ndo

singular (ou regular).

Definicao A.7. Dizemos que uma curva algébrica plana X € absolutamente irredutivel

se X = Z(f) onde f € Flz,y] é absolutamente irredutivel.
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